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THEORIÆ  RESISTENTÏÆ  FLUIDORUM 
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INTRODUCTIO. 


T  .  .  . 

JL  heoria  fluidorum,  quamvis  ab  antiquissimis  temporibus  fue¬ 
rit  continuo  exculta ,  incrementa  tamen  non  admodum  notabilia 
©«pit.  .Veterum  enim  cognitio,  aequilibrio  fluidorum  stagnantium 
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eut  etiam  corporum  iisdem  insidentium,  de  quibus  scripsit  Archi¬ 
medes,  terminabitur”  (D.  Bernoulli).  ’*A  recentioribus  ilia 
duplici  modo  tractari  solet,  altero  negotium  tantum  verc^qaj^xi- 
me  plerumque  conficitur,  dum  quantitas  resistentiae  per  regulam 
satis  concinnam  ad  calculum  revocatur,  altero  vero  resistentiae 
doctrinam  ex  ipsa  fluidorum  natura  et  pressione,  quam  in  cor¬ 
pora  exserunt,  per  profundissimas  Hydrodynamicæ  investi¬ 
gationes  constituere  Geometrae  sunt  conati.  Priori*"' mö  - 
do,  quo  plerumque  Newtonus  usus  est,  etiamsi  aberrationem 
ejus  a  veritate  non  ignorasse  videatur,  resistentia  plani  obliqui 
rationem  sequi  censetur  compositam  ex  ratione  duplicata  celeri¬ 
tatis,  qua  fluidum  impingit,  et  ratione  pariter  duplicata  ^inus 
anguli,  quem  directio  impulsionis  cum  superficie  percussa  con¬ 
stituit.  Resistentia  autem  directa  œqualis  æstimatur  ponderi  co¬ 
lumnae  ejusdem  fluidi,  cujus  basis  sit  ipsa  superficies  percussa, 

U 

altitudo  vero  congruat  cum  ea  ,  quae  velocitati  debetur.”  (  L. 
Euler).  Plures  postea  theoriae  ortæ  sunt,  quse  hasce  regulas, 
quibus  plerumque  superstructae  erant,  vel  constructionibus  arbi¬ 
trariis  ,  vel  constantibus  ex  experimentis  ductis  ad  consequent 
tias  conformare  studuerunt,  quae,  ex  experimentis  nactæ  puta¬ 
bantur.  Prius  autem  quam  experimenta  proprie  inclyta  mani¬ 
festaverant,  quam  ingens  prioris  harum  regularum  ab  experien¬ 
tia  discrepantia  sit,  jam  Celeberrimus  d’Alembert  omnem  cal¬ 
culi  rigorem  adhibuerat ,  quo  ope  legum  motus  generalium  hanc 
rem  explicaret.  Quamquam  autem  ex  hoc  opere  uberrimi  fru- 
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ctus  calculo  ipsi  redundarunt,  exiguos  tainen  exinde  ipsa  ma¬ 
teries  proposita  progressus  percipiebat.  Ille  enim  d’Alembert, 
ut  verbis  L.  Eui  eri,  viri  de  re  litteraria  meritissimi,  utar, 
yidetur  ’’summam  difficultatem,  veram  resistentiam  investigandi, 
magis  demonstrasse,  qnam  levasse.  Cum  enim  vir  acutissimus 
omni  adhibita  sagacitate  hanc  quaestionem  adaequate  explicare 
haud  valuerit,  ut  inde  resistentia,  quam  quævis  corpora  in  aqua 
mota  patiuntur,  assignari  possit  ;  magno  hoc  nobis  est  argumen¬ 
to,  quaestionem  tantopere  esse  difficilem,  ut  vires  humanas  tan¬ 
tum  non  superare  videatur.”  Judicium  æque  severum  in  ea, 
quæ  ipse  ope  analyseos  collegerat,  L.  Euler  pronunciavit  di¬ 
cens:  ”etiamsi  omnia,  quæ  ad  motum  fluidorum  pertinent,  ad 
aequationes  analyticas  reduxi,  tamen  ipsa  analysis  minime  adhuc 
ita  est  exculta,  ut  illis  aequationibus  solvendis  sufficiat.”  Hic 
insignis  Geometra  eandem  rem  Synthetics  quoque  via  adgredi 
tentabat.  Propositiones  autem  ab  eo  proditæ,  quæ  ex.  gr.  de¬ 
terminationem  puncti  ante  corpus  resistens,  ubi  motus  aquæ  pri¬ 
mum  perturbari  incipiat,  vel  majorem  resistentiam  in  canali  an- 
gufliori,  quam  in  ampliori,  respiciunt,  eæ  quidem  scientiae  ipsi 

magni  pretii  sunt,  quamquam  cum  experimentis  non  plane  con-, 
sentiunt. 


Auctorum,  qui  hanc  rem  recentioribus  temporibus  pertra¬ 
ctarunt,  alii  quidem,  si  hunc  vel  illum  scepticum  exceperis,  o ■ 
muem  materiam  theoretico  respectu  exhaustam  censerunt , 
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alii  vero  constructione  quadam  magis  minusve  fortuita  theoriam 
ad  convenientiam  cum  experimentis  redigere  studuerunt,  alii  de¬ 
nique  totam  rem  experimentis  repetitis  tradiderunt,  putantes  nu¬ 
merum  experimentorum  et  praestantiam  instrumentorum  viam  ad 
veritatem  tutissime  commonstratura.  Permultum  sane  scien¬ 
tia  ejusmodi  scepticismo  debet ,  qui  vel  theoriæ  repugnantiam 
sibi  ipsi  in  lucem  proferre  enititur,  vel  facta,  quae  theoria 
nullo  modo  explicare  valet,  in  medium  proponit.  Ad  ejusmo¬ 
di  facta  phaenomena  Suctionis  referri  omnino  possunt.  Hoc  re¬ 
spectu  bene  quidem  de  re  litteraria  Venturi  meritus  est, 
quamquam  experimenta  D.  Bernoullii  viam  ei  commonstrasse 
videntur.  Hujus  generis  experimenta,  a  recentioribus  auctori-’ 
bus  continuata  et  extensa,  ipsam  quidem  fluiditatis  indolem  per-: 
tingunt;  et  phaenomeno  suctionis  diligentius  spectato,  causa  o- 
mnino  non  esse  videtur,  cur  theoriam  pleno  gaudere  domi¬ 
nio  putemus,  etiamsi  analysis  omne  necessarium  submini¬ 
stret  subsidium.  Num  enim  theoriæ  nihil  aliud  injunctum  sit, 
quam  ut  ex  legibus  Dynamicæ  generalibus  formulas  analyticas 
ad  motum  fluidorum  determinandum  deducat,  justam  virium  co¬ 
gnitionem  negligens?  Quid,  si  determinatio  harum  virium  po¬ 
stulet  ,  ut  natura  fluiditatis  antea  propius  explicata  sit? 
Fieri  forsan  potest,  ut  praecipua  difficultas  potius  syntheticae,' 
quam  analyticæ  indolis  sit-  D.  Bernoulli  jam  animadver¬ 
tens,  pressionem  fluidorum  motorum  non  eandein  esse,  ac 
Stagnantium ,  expressionem  hujus  variationis  analyticam,  a  se 
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inventam,  ab  experimentis  suis  firmari  censebat.  Secundum  il¬ 
lum  auctores  hanc  sententiam  foverunt  foventque  adhuc;  expe¬ 
rimenta  autem  recentiorum  manifesto  indicant,  fluiditatem  vim 
heic  exserere,  quam  theoria  nondum  suspicata  est.  Quod  si  il¬ 
lud  fluiditatis  phænomenon,  quod  suctio  continet,  theoriae  Ber- 
noulliaaæ  inseri  possit  et  efficere,  ut  in  certos  casus  valeat; 
nihilo  tamen  minus  theoria  motus  fluidorum  analytica  per  hoe 
ce  phaenomenon  forma  multo  quam  antea  impacatiori  induetur. 
Lagrange  dicit  quidem,  pressionem  fluidorum  motorum  non 
eandem,  ac  stagnantium,  esse;  sed  assumendo  guttulas  a  sein- 
yicem  liberas  moveri,  vir  doctissimus  negativum  tantummodo 
fluiditatis  critérium  nanciscitur.  Experimenta  vero  ostendunt, 
si  gutlula  aquæ  aërisve  aliam  quiescentem  praetervehatur ,  hujus 
pressionem,  ad  directionem  motus  normaliter  sumtam,  diminutio- 
nem  quandam  perpeti,  quæ  valori,  quem  theoria  vulgaris  im¬ 
petui  directo  assignat,  quam  proxime  aequalis  est.  Quam¬ 
quam  autem  guttuîæ  a  se  invicem  liberae  moveantur,  quod 
indicat  fluida  forma  definita  carere;  motus  tamen  sine  notabili 
perturbatione  virium,  quae  in  ipsa  superficie  contactus  agunt, 
fieri  non  poteft.  Si  itaque  qualitas  fluidorum  negativa,  per 
quam  formam  vasis  et  superficiem  horizontalem  assumunt,  ad 
indolem  fluidi  in  statu  quietis  exprimendam  sufficiat;  non  tamen 
inde  sequitur,  solam  particularum  mobilitatem  omnem  fluidita— 
tis  notionem  in  statu  motus  continere.  Non  equidem  contendo, 
.Veritatem  hujus  distinctionis  hucusque  a  nemine  observatam  esse, 
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quæ  autem  experimenta  cognita  fuerunt ,  ea  quidem  necessita¬ 
tem  ejus  minus  postulare  visa  sunt.  Quod  si  theoriam  resisten¬ 
tiae  fluidorum  analyticam  respexeris,  ea  experimentis  admoveri 
non  potuit,  unde  necessitas  distinctionis  neque  ab  hac  parte  ap¬ 
paruit.  Quo  itaque  modo  valor  virium  determinatus  est,  quas, 
secundum  directiones  coordinatarum  resolutas,  sublime  egregii 
computatoris  systema  aequationum  continet?  Theoria,  quæ  in¬ 
dolem  fluiditatis  propius  determinandam  prorsus  praetermittit, 
non  ideo  quidem  magno  pretio,  si  formam  tantum  respexeris, 
carere  nobis  videtur,  ii  autem  auctores,  qui  hanc  theoriam  o- 
mnibus  desideriis  satisfacere  censent,  formam  pro  re  ipsa,  me 
saltem  judice,  amplexi  sunt.  Synthesi  enim,  ab  analysi  ulterius 
evolvenda,  nondum  peracta,  probanda  theoriam  inter  et  expe¬ 
rimenta  convenientia  frustra  omnino  exspectabitur,  etiamsi  ana¬ 
lysis  omnibus  numeris  absoluta  fuerit, 

Inter  auctores  recentioris  ævi  eorum  numerus  maximus 
est,  qui  ope  constructionis  cujusdara  magis  minusve  arbitrariae 
theoriam  in  convenientiam  cum  experimentis  redigere  studuerunt. 
Apud  nonnullos  auctores,  ut  Bossut,  Hutton,  Eytelwein, 
Tredgold  aliosque,  conjiciendi  studium  eo  usque  processit,  ut' 
omni  scientiae  fundamento  destitueretur.  Quod  si  formulae  ejus¬ 
modi  originis  experimentis  quoque  ex  parte,  ut  formulae  I):ni 
Romme,  congruerent,  et  sic  eidem  in  praxi  usui  esse  possent, 
tamen  non  nisi  interpolationes  censendae  sunt  et  nihil  certi  in 


4dfeäfc_ 

— wsi^r 


universum  habent.  Utpote  ab  ipsis  scientiae  principiis  alienas, 
ejusmodi  formulae  fines  minime  proferunt,  multoque  minus  ad 
eam  cum  ceteris  Philosophiae  naturalis  partibus  arctius  conne- 
ctendam  conducunt. 

Alii  tamen  auctores  reperti  sunt,  qui,  rem  Synthetico  tan¬ 
tum  modo  tractando,  fundamentum  solidum  theoriae  substruere 
voluerunt,  vel  experimenta  insuper  in  auxilium  arcessendo  quantita¬ 
tem  constantem,  quæ  indolem  singuli  fluidi  exprimeret,  determinan¬ 
dam  putarunt.  Theoria  vulgaris,  ex  qua  resistentia  obliqua  propor¬ 
tionalis  est  quadrato  sinus  anguli  resistentiae,  exhibet  pro  angulo  6  gr, 
non  nisi  -jg  resistentiae  veræ.  Jure  itaque  L.Euler  censebat,  expres¬ 
sionem  quandam  frictionis  termino  vulgari  addendam  esse;  terminus 
vero,  quem  ille  composuit,  experimentis  nullo  modo  convenit. 
Præterea  autem  non  tantum  resistentia  cunei  difficilis  et  theo¬ 
rise  vulgari  explicatu;  superficiebus  enim  convexis  majorem  quam 
experimenta  resistentiam  tribuit,  quamquam  cuneo  minorem. 
Huic  itaque  theoriae  experimenta  cum  convexis  planisque  obli¬ 
que  impactis  superficiebus  instituta  adversantur.  Hæc  eadem 
theoria  aequalem  omnino  convexis  et  concavis  superficiebus  re¬ 
sistentiam  tribuit,  quemadmodum,  prorâ  ex  pluribus  planis 
composita,  resistentia  eundem  valorem  obtinebat,  sive  anguli  e~ 
minerent,  (angles  saillants,  gall)  sive  inflexi  erant  (angles  ren¬ 
trants,^//).  Romme  quidem  per  experimenta  permulta  invenit 
perinde  omnino  vel  exigui  saltem  momenti  esse,  quænam  forma 
ceterarum  sectionum  fuerit,  sive  ex  curvis  sive  ex  rectis  lineis 


constarent,  ubi  maxima  corporis  natantis  sectio,  ejusque  a  pro¬ 
ree  extremitate  distantia  constantes  fueriut.  Valorem  autem  re-i 
sistentiæ  permultum  omnino  discrepare,  utrum  anguli,  quem 
plana  extremitatum  inter  se  faciunt,  emineant,  an  reflexi  sint,  id 
non  tantum  af  Chapman  indicavit,  sed  etiam  experimenta 
hydraulica  in  Svecia  postea  facta,  quae  quidem  praeterea  mani¬ 
festant  puppim  concavam  altero  tanto  majorem  quam  convexam 
perpeti  resistentiam,  ubi  ex  quadrantibus  cylindri  constet,  quo¬ 
rum  axes  ad  perpendiculum  positi  sunt.  Quo  itaque  casu  fau¬ 
sto  opus  fuerit  necesse  est  ad  formulas  arbitrarias  ita  constru¬ 
endas,  ut  hoc  respectu  experimentis  convenirent? 

Errorem  theoriae  vulgaris  perspiciens,  Don  G.  Juan  theo¬ 
riam  excogitabat,  quæ  magnam  sane  attentionem  commovet.  Po¬ 
nendo  m  —  ponderi  unius  ped.  cub.  fluidi,  ct  ~  demersioni 
naviculas  (hauteur  de  la  flottaison;  Gali )  e  =  latitudini  corpo¬ 
ris  parallelepipedi  formam  habentis,  0  =  angulo  incidentiae,  »aa 
velocitati ,  prodit  hic  auctor  resistentiam 


quse  formula  in  sequentem 


u.  sin  0  o4.  sin4  0 
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mutatur,  substituendo  g  pro  spatio  lapsus  corporis  primo  min. 
Sec.  ad  superficiem  telluris  libere  cadentis.  Hæc  formula  ad 
experimentum  XLIV  inter  ea,  quæ  a  Dnis  D’Alembert,  Con¬ 
dorcet  et  Bossut  instituta  sunt,  adplicata  resistentiam  exhibet 
=  243,89  marc,  experimento  20  marc,  tantummodo  dante.  Fa¬ 
cile  de  cetero  erit  sibi  persuadere,  quanta  sit  hujus  theoriae  cum 
experimentis  pugna.  Ponamus  w=z,  azzzi ,  et  czni;  quo  qui¬ 
dem  casu  alter  terminus,  et  id  quidem  huic  theoriæ  opportu¬ 
num,  negligi  potest.  Theoria  vulgaris  hoc  casu  resistentiam  ex- 
u 1 

bibet  r=s  m.  —  ;  unde  habebit  resistentia,  ex  theoria  illa  dedu- 
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cta,  ad  eam,  quam  posterior  exhibet,  eandem  rationem  quam 
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Theoria  tamen  vulgaris  resistentiae  directae  majorem ,  quam 
experimenta  ,  tribuit  valorem.  Neque  quidem  Theoria  D:ni 
Jüan  felicior  est,  si  resistentiam  obliquam  respexeris.  D:nus 
Nord  m  ark  inveniens ,  hano  theoriam  dare  76^  mare,  casu  quo¬ 
dam,  ubi  experimentum  10  mare,  tantum  exhibebat,  addit  ta¬ 
men,  hanc  ab  experientia  aberrationem  ad  minimas  hujus  theo¬ 
riæ  referendam  esse.  Jam  autem  ad  theoriam  D:ni  N  o  r  dm  ar  k 
venio,  quæ  quidem  nomine  scientiæ  considerata,  multo  majori, 
quam  alia  quaedam  a  me  cognita,  attentione  meretur.  Principia, 
quibus  innititur,  heic  pro  cognitis  habenda  sunt;  id  tantum  ad- 
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dendum  puto,  quod  hic  auctor  non  tantum  experimenta  D:no- 
rum  D’Alembert,  Condorcet  et  Bossut,  sed  etiam  D:no- 
rum  Condorcet  et  Bossut  posteriora,  nec  non  ea,  quæ  a 
Borda,  af  Chapman  atque  Vince  facta  sunt,  supputavit, 
et  congruentiam  cum  omnibus  his  experimentis  sat  accuratam 
reperit. 


Quod  autem  hanc  theoriam  a  ceteris  præcipne  distinguit, 
in  eo  consistit,  quod  geometrica  sane  perspicuitate  permagnam 
explicavit  resistentiae  prorarum  polygoniarum  differentiam,  utrum 
anguli  emineant,  an  inflexi  sint;  qua  ex  constructione  radius  o- 
6culi  in  resistentiam  superficierum  curvarum  quoque  inducitur. 
Hæc  ideo  theoria  resistentiam  prorarum  polygoniarum  et  super¬ 
ficierum  curvarum  eadem  praecisione  determinare  valet,  sive 
anguli  vel  cavitates  emineant  sive  inflexi  sint,  et  quidem  id  ita, 
ut  cum  experimentis  admirando  fere  modo  conveniat.  Sic  Dnus 
Nordmark  difficultatem  perrupit,  qua  non  tantum  theoria  vulga¬ 
ris,  verum  etiam  omnes  ceteræ  laborabant.  Quæcunque  autem 
sors  theoriae  ejus  obveniat,  id  jure  tamen  pro  certo  affirman¬ 
dum  est,  illam  seien! iæ  ipsi  accessionem  numquam  amittendam 
attulisse.  Eo  ideo  severior  theoriae  hujus  censura  esse  debet. 
Directae  resistentiae  cataractam  N  ew  toni  an  a  m  fundamenti  loco 
ille  substruit,  erratum  tamen  corrigens  viri,  ineritis  immortalis. 
In  hunc  autem  concludendi  modum  verbis  utor  celeberrimi  La¬ 
grange  dicentis,  ipsam  cataractae  formationem  et  permanen- 
tiam  legibus  resistentiae  fluidorum  cognitis  repugnare  —  quae 
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quidem  pugna,  suctione  accedente,  multum  augetur.  Formam 
puppis  vel  partem  resistentiae,  quæ  ei  competit,  theoria  D:ni 
Nord  mark  nihil  plane  respicit.  Ex  D:ni  Beaufoy  autem 
et  posterioribus  svecanis  experimentis  cognitum  est,  hanc  ad  ÿ 
circiter  integrae  parallelepipedi  resistentiae  accedere.  Hanc  quin¬ 
tam  partem  contineat  itaque  necesse  est  aliqua  resistentiae  prorae 
pars,  quum  auctor  eundem  resistentiae  directae  valorem,  ac  the¬ 
oria  vulgaris,  h.  e.  aliquantulum  majorem,  quam  experimenta, 
nanciscitur.  Ubi  prora  ex  cuneo  acuto  consistat,  puppis  autem 
plana  sit,  theoria  D:ni  Nordmark  egregie  cum  experimentis 
convenit.  Resistentia  prorae  integra  per  duos  exprimitur  termi¬ 
nos,  quorum  alter  idem  ac  theoriae  vulgaris  est,  alter  autem 


ubi  frictio^* ex  velocitate  pendere  censeatur,  vel 
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ubi  velocitas  nullum  in  frictionem  effectum  exserere  putetur;  de 
cetero  pondus  fluidi  dimensione  unitatis  heic  positum  est  zrw,  sectio 
transversa  corporis  resistentis  rr  r,  velocitas  r=u,  et  angulus  inci- 
dentiæ  zzz  u  —  Experimentorum  Dni  D’Alembert  decem  in 

subsidium  vocatis,  Nordmark  valorem  ipsius  £  determinabat 


et  reperiebat 
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pede  scilicet  svecano  ut  unitate  assumto ,  et  frictione  ex  velo¬ 
citate  pendere  posita.  Si  autem  valor  frictionis  ope  experimen¬ 
torum  ,  a  Dno  Beaufoy  in  hunc  finem  directe  institutorum, 
supputatur  et  ad  unitatem  Dni  Nordmark  reducitur ,  fiet  omnino 


o,ooi46. 

Experimentis  vero  Dni  Beaufoy  nimios  in  genere  valores 
indicantibus  ;  jure  quidem  contendere  posse  mihi  videor,  valo¬ 
rem,  quem  Nordmark  ipsi  j*  assignavit,  esse  vero  vicies  cir¬ 
citer  majorem.  Hac  correctione  facta ,  dabit  theoria  Dni 
Nordmark  ad  experimentum  inter  Dni  Bossut  posteriora  N;o 
LXV1  ex.  gr.  adplicata,  ubi  prora  cuneus  erat,  angulum  inci- 
dentiæ  zzz  120  faciens,  resistentiam  ss  22  livr.  circiter,  quum 
eadem  ex  experimento  sit  162^  livr. 


Multi  quoque  auctores  satis  habuerunt,  experimenta  a  se 
instituta,  nullis  novis  commentationibus  theoreticis  adjectis,  publi¬ 
ci  juris  facere.  Quæ  tamen  opera  ut  Iieic  censuræ  subjiciantur,- 
minus  necessarium  duxerim,  imprimis  quum  in  sequentibus  id 
nihilo  minus  suo  loco  fiat  neces  se  est.  Nolo  tamen  Iieic  silen¬ 
tio  prorsus  majores  praeterire  classes  experimentorum ,  quae,  re¬ 
sistentiam  fluidorum  universe  amplexa,  magnis  sumtibus  institu¬ 
ta  sunt  in  Gallia  a  D’Alembert,  Condorcet  et  Bossut, 
in  Anglia  a  Beaufoy,  Lear  d  et  Scott,  atque  in  Svecia  a 
Eagerhjelm,  af  Forselles  et  Kallstenius.  Impensas  huic 
rei  necessarias*  vel  reditus  publici  vel  consortia  privatorum  majo- 
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ra  suppeditarunt.  Præmia,  ab  Academiis  scientiarum  B er o li¬ 
ni,  Pe  tropo  ii,  Holm  iæ  et  Parisiis  quandoque  liuic  rei 
pertractandae  proposita,  indicant  sane  quanti  momenti  sit,  ut 
explicetur. 

Magnae  itaque  vires  et  impensae  dispositae  sunt,  quo  resi¬ 
stentia  fluidorum  sub  scientiae  imperium  redigeretur.  Si  vero 
modum,  quo  haec  res  tractata  sit,  propius  respexeris,  conceden¬ 
dum  sane  est,  scientiam  ipsam  minus  in  id  incubuisse,  ut  fluidi- 
tatis  indoles  et  agendi  ratio  explicarentur ,  quam  ut  leges  motus 
applicarentur  ;  atque  experientiam  phaenomena  resistentiae  plane 
composita  amplexam  fuisse.  Hinc  theoriæ,  quæ  cum  ceteris 
fluiditatis  phaenomenis  nullum  nexum  habebant,  illo  respectu  re¬ 
dundarunt;  hoc  vero  experimenta,  quæ  ipsa  phaenomeni  elemen¬ 
ta  non  oculis  subjecerunt.  Quæ  quum  ita  sint  videntur  omnino 
et  scientia  et  experientia  poscere ,  ut  ab  imo  usque  hanc  reni 
aggrediamur.  Theoria  enim,  si  veram  scientiae  dignitatem  me¬ 
reri  vult,  non  tantum  legibus  motus  generalibus  innitatur,  sed 
etiam  eidem  praeterea  notioni  superstructa  sit,  quæ  ultimum  con¬ 
tinet  fundamentum,  ex  quo  cetera  fluiditatis  phaenomena ,  ut  ad¬ 
haesio,  motus  ejus  per  tubos  et  canaies,  elevatio  ejus  denique  in 
tubulis  capillaribus,  explicanda  sint.  Ne  itaque  convenientia 
theoriæ  cum  experimentis  paretur  quantitates  assumendo,  qua¬ 
rum  valores  ex  experimentis  ipsis  explicandis  perperam  eruendi 
sunt  — -  Experimenta  e  contrario,  desideriis  scientiae  satisfactura 
et  theoriam  propositam  probatura,  indolem  ipsam  phaenomeno- 
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rum  elementariam  ante  oculos  prodire  cogant.  Absque  certa 
persvasione  de  jure  scientiae  postulandi,  ut  hisce  desideriis  satis¬ 
fiat  et  a  theoria  et  ab  experimentis,  videretur  omnino,  post 
tantam  virium  humanarum  contentionem,  studium  quodlibet  lu¬ 
cem  et  ordinem  huic  rei  inferendi  nihil,  nisi  temeritatem  et  ar¬ 
rogantiam,  indicare.  Tempus  yero  jam  opportunum  necessitati 
harum  conditionum  ostendendae  videtur,  etiamsi  nihil  nisi  see- 
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psis  quaedam  in  omnes  huc  usque  positas  theorias  exinde  appa¬ 
reret.  Omnem  rigorem  haec  postulata  in  hanc  opellam  primum 
exerceant.  —  Utrum  examen  sustinere  valeat,  nec  ne,  minoris 
omnino  momenti  est,  quam  voluptas,  quae  ex  sincero  et  mode¬ 
sto  veritatis  studio  percipitur. 


SECTIO  PRIMA. 


DE  PHÆNOMENO  SUCTIONIS. 
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ui  de  suctione  mentionem  aliquam  injecerit,  ante  laudatis¬ 


simum  Hawksbee  neminem  inveni.  Barometrum  in  procellis 


multum  desidere,  mercuriique  superficiem  turbinibus  saevientibus 


perspicue  vibrare  ille  observaverat.  Hanc  rem  peculiari  quo¬ 
dam  experimento  examinavit.  Ponendo  enim  barometrum  in 
canali  quodam,  per  quem  aer  perfluebat,  mercurium  valde  de¬ 
scendere  videbat  l).  Quæ  quidem  observatio  nullas  postea  in 
hanc  rem  ulteriores  disquisitiones  excitasse  videtur;  nam  quam¬ 
quam  hocce  suctionis  Phaenomenon  etiam  ab  aeris  motu  pendere 
D.  Bernouilli  animadvertebat  2) ,  videntur  tamen  ejus  experi- 


1)  Physico-mechanical  exprimants  on  various  subjects.  London 
1719.  Quanta  fuerit  velocitas  aëris  aucLor  minime  dicit,  ba¬ 
rometrum  vero  duos  saltim  pollices  descendisse  narrat. 

*•)  Liydmdynamica.  Argent.  1758.  p.  48. 
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menta  aquam  tantummodo  respexisse  3).  Hic  vir  celeberrimus 
phaenomenon  supra  dictum  ex  legibus  ipsius  motus  explicatum 
volens  ”omnia  profecto  hæc  experimenta  egregie  cum  theoria 
convenire”  censebat  4).  Quo  vero  convenirent,  necesse  fuit, 
non  tantum  ut  velocitas  qua  aqua,  per  tubulum  adhibitum  eji¬ 
ceretur  ,  ipsi  altitudini  pressioni  debitae  plane  responderet,  quod 
ille  quidem  contendebat  5),  sed  etiam  ut  esset  per  totam  tubi 
et  sectionem  et  longitudinem  æqualis;  quæ  duo  moment^  locum 
non  habuisse,  recentior  experientia  patefecit,  Ex  illius  theoria 
debet  omnino  pressio,  qua  urgentur  latera  cylindricorum  per¬ 
brevium  tubulorum,  essez^oj  neque  quidem  potuit  ex  quarto 
suo  experimento,  eandem  rem  probante,  aliam  opinionem  hau¬ 
rire.  Aliud  tamen  experimentum  affert,  sextum  inquam,  cujus 
cum  theoria  convenientiam  frustra  investigavi.  Diu  vero  tar¬ 
datum  est,  antequam  hoc  celeberrimi  viri  erratum  animadver¬ 
sum  est  j  fuit  enim  postea,  quantum  ego  scio,  Venturi  6). 

5)  Commentarii  Acad.  S.  Imp.  Petr.  Tom.  IV.  194. 

4)  Hydrodyn.  p.  277. 

5)  Hydrodyn.  pag.  279^  Animadverterat  tamen  esse  interdum  im¬ 

pedimenta  motus  insignia  quæ  faciunt,  ut  velocitates  aquæ  in 
orificio  externo  admodum  minores  sint,  quam  quæ  respondent 
altitudini  aquæ  &c.  Comra,  Exp.  5. 

6)  Experimental  Enquiries  concerning  the  principle  of  the  lateral 

communication  of  motion  in  fluids.  London  1799.  Non  fa¬ 
cultas  mihi  data  est  ea  videndi  experimenta,  quæ  a  Bonati  et 
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primus ,  qui  de  hac  re  quidquam  expertus  est  ;  tuto  autem  adfir- 
mandum  est,  theoriam  Bernoullianam  potius  perfici,  quam 
rescindi,  phænomenon  suctionis  ipsi  inferendo.  Statuit  enim 
Bernoulli  pressionem  aquæ  b,  ”ubi  pera  intelligitur  altitu¬ 

do  debita  velocitati ,  quacum  aqua  abrupto  canali  vaseque  con¬ 
stanter  pleno  conservato  post  tempus  infinitum  effluxum  sit,  et  per  b 
altitudo  debita  velocitati  quacum  aqua  actu  transfluxit.’’  Mirum 
sane  est,  ulterius  addit  auctor  eruditionis  laude  celeberrimus, 
simplicissimam  hanc  regulam,  quam  Natura  affectat,  adhuc  late- 


b 

re  potuisse  7).  ”Si  vero  statuatur  valor  ipsius  suctionis  =  — 

n  ’ 

facile  omnino  est  inventu  ,  fore  ipsam  pressionem  rr:  a  — ■ 

Ç  Z-J--L?  b\  et  hœc  quidem  mutatio  vel  potius  additamentum  to- 
2  '  n  \ 

tam  continet  emendationem,  qua  egeat  ipsius  theoria.  Tale  o- 


Stratuo  atque  Delange  institula  sunt:  B  o  ss  u  t  (Traile 

Hydrodymamique,  Tom.  2.  art.  687)  observat  quidem,  aquam 
per  canalem  profluentem,  in  latera  illius  nullam  exserere 
pressionem,  si  assumserit  velocitatem  quæ  ipsi  altitudini  pres¬ 
sionis  respondeat  :  de  celero  autem  phænomenon  hocce 
nullo  modo  explicat.  Similiter  etiam  Prony  (Architect.  Hy- 
draul.  Tom.  I:  §§  861 — 866,  vel  Dubuat  (Prine:  d’hydrau¬ 
lique  etc.  Tom.  I.  §  §  255 — 264).  Licet  in  experimentis  Ce¬ 
leberrimi  Boss  ut  velocitas  admodum  exigua  sit  surtionem 
tamen  adesse  testantur  Expérimenta  1.  2.5.  apud  Dubuat  §266. 

7)  Hyd  rod.  p.  262: 

0 


i8 


mnino  debitum  verus  scientiarum  cultor  disciplinis  reddit.  Quæ 

effecerit,  permansura  erunt,  neque  umquam  possunt  ea,  quoo 

% 

ab  experientia  atque  theoria  concluduntur,  istiusmodi  repugna¬ 
re  ideæ,  quæ  semina  veritatis  in  se  habeat. 

Venturi,  parles  sceptici  suscipiens,  non  hocce  modo  rem 
consideravit  8).  Praeterea  experimenta  illius  phaenomenon  ipsius 
suctionis  ab  adventiis  rebus  pendens  produnt,  ex  quibus  valor 
suctionis  determinandus  est,  datis  nullo  modo  ad  calculum  rite 

perficiendum  sufficientibus.  Hoc  dilucidius  in  sequentibus  pa¬ 

tebit,  theoriam  experimentaque  inter  se  conferendo.  Qualia- 
cumque  vero  fuerint  hæcce,  quæ  instituit  Venturi,  experi¬ 
menta,  alios  permultos  auctores  ad  hanc  materiem  tractandam 
concitarunt,  multaque  opera  heic  pertinentia  evocarunt,  inter 
quæ  experimenta  hydraulica  a  me  af  F  or  selles  et  Kall  s  te¬ 
nio  instituta  9)  multa  continent  huic  fini  apta.  Ad  hæc  non 


8)  I.  c:  "Even  this  small  portion  of  theory  may,  if  the  reader 

pleases,  be  rejected";  profecto  haud  invidenda  de  suo  ipsius 
opere  persuasio.  ”Non  sine  voluptate  vidi,  dicit  e  contrario 
Bernoulli,  quod  iste  casus  ex  theoria  plane  alia  deductus  simi¬ 
lem  acquirat  solutionem  ex  theoria  generali.  Sic  omnia  ubi¬ 
que  mutuo  cohærent  nexu,  legitimamque  principiorum  appli¬ 
cationem  demonstrant.”  Hæc  verba  memoriam  Kepleri  revo¬ 
cant.  pag.  97. 

9)  Hydrauliska  Försök,  anställda  vid  Fahlu  grufva  åren  i8n-i8i5. 

första  delen,  Stockholm  1818.  Compendium  horum  experi¬ 
mentorum  passim  invenitur  in  Kastner’s  Archiv  für  die  ge- 
sammte  Naturlehre,  IX  B.  pagg.  5o5— 017  et  X  B:  pagg.  79- 
112.  Hoc  opus,  quod  subinde  occurrit  atque  citatur,  per  lit¬ 
teras  E.  H.  [Experimenta  Hydraulica]  designetur. 


minus  quam  ad  ea,  quæ  Clement  atque  Hachette  io)  postea 
instituerunt,  iterum  iterumque  in  sequentibus  recurrendum  pu¬ 
tavi.  His  summa,  quam  mihi  servandum  proposui,  brevitate 
praemissis  ,  jam  ad  ipsum  phaenomenon  determinandum  transgre¬ 
diendum  est. 

5-  2. 

Per  suctionem  11)  cam  tensionis,  compacturae  vel  densitatis 
diminutionem  intelligo,  quam  guttula  aquae  stagnans  in  contactu 
cum  profluente  patitur.  Guttulae,  in  flumine  quodam  ad  di¬ 
stantiam  a  ab  ipsius  superficie  sitae,  competit  densitas,  quæ  ipsi 
proportionalis  est,  designante  scilicet  B  altitudinem  Ba- 
rometri.  Si  hæc  guttula  cursum  abrumpat,  cum  aqua  circum¬ 
fusa  adhuc  moveri  pergit,  mutetur  necese  est  illius  densitas.  Si 
positum  fuerit  præsidium  pone  guttam  augebitur  ipsius  densitas, 
cum  e  contrario  minuatur  nccesse  est,  si  fuerit  ante  guttam, 
defenditur  enim  tunc  gutta  columine  a  pressione  fluminis.  Phae¬ 
nomenon  hocce  sive  propiorem  determinationem  legum  motus 
desideret,  sive  ex  vi  cohæsionis  inter  partes  fluidi  pendeat,  sive 
denique  duobus  hisce  momentis  originem  suam  debeat  ;  in  eo 
certe,  ut  simplicissimo  modo  producatur;  prima  versetur  opor¬ 
tet  cura.  Neque  equidem  faciliorem  eamque  simpliciorem  viam, 
qua  phaenomenon  suctionis  efficiatur ,  scio,  quam  tubulum  P  i  tjo- 
tianum,  quam  ob  caussam  ea,  quæ  ab  experimentis,  cum  hoc¬ 
ce  instrumento  institutis,  redundarunt,  statim  allaturus  sum. 


10)  Annales  de  Chemie  et  de  Physique.  Mai  et  Sept.  1827. 

11)  D.  Bernoulli:  suctio  (1.  c.  pag.  264).  D'Alembert  et  Eu- 
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§.  5, 

Experimenta,  quæ  cum  tubulo  Pitotiano  instituebantur,  se¬ 
quentes  dabant  suctioni  valores ,  orificio  angulum  rectum  cum 
directione  fluminis  efficiente. 


' 

Altitudo  pres¬ 
sionis,  tubulo 
flumini  ob  ver- 

I  Altitudo  su- 
ctionis,  tubulo 
900  elficien- 

1 

medium. 
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so. 

f  lineæ 
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i3,7 

0,870 
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07,8 

minim.  33, 7. 

0,892 
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35,o 

minim.  53,5. 

°;957 

10 

12,5 

1  1,25 

0,900  J 

1er:  suction,  (Traité  du  Aequilibre  et  du  mouvement  des  fluides, 
pag.  i4i).  Biot,  Poisson  etNavier:  aspiration  (Annales 
de  Chimie  et  de  Physique,  Sept.  1827,  pag.  75).  Venturi: 
the  laierai  communication  of  motion.  Dubuaf;  non-pression 
(1.  c.  Tom.  IL  pag.  181). 


Cum  valöres  suctionis,  quæ  ex  experimentis  8  et  g  dedu¬ 
cuntur,  revera  aliquantulum  majores  forsitan  esse  debeant,  pa¬ 
tet  omnino  facillime,  valorem  medium  esse  vero  paullo  mino¬ 
rem.  Jure  itaque  statui  potest 

i 

-  =  Oyfil.  (l5) 

n 

Hic  valor  medius  ortus  est  adsumendo  suctionem  esse  pres¬ 
sioni  h.  e.  quadrato  velocitatis  aquæ  proportionalem  i4).  Alti— 


12)  Per  altitudinem  suctionis  eam  in  sequentibus  intelligo 
depressionem  superficiei  aquæ  in  tubulo  stagnantis ,  quæ  ex 
suctione  oritur. 

i5)  Adhibendo  expressionem  pressionis  suctioni  adcommodatam 
(vid.  §.  1). 


facile  omnino  invenitur,  esse  a  altitudini  velocitati  aquæ 
debitæ  —  unde  expressio  evadat 


i4)  In  Thomsonii  Annals  of  Philosophy,  Oct.  1810  pag.  278  im¬ 
pertit  13 e auf o y  lectori  experimented  Resistances  of 
^Water  in  tabula  quadam  cujus  8:va  columna  ostendit,  sectio¬ 
nem  puppis  (the  minus  pressure)  non  in  eadem  ratione  cre¬ 
scere,  qua  quadratum  velocitatis  exponentem  pro  unius  Angi, 
pedis  velocitate  esse  =  1,9289,  pro  viginti  autem  pedum  i,55i2 
tantummodo.  Quo  vero  modo  hæç  omnia  obtinuit,  Beaufoy 
non  explicuit. 
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tudinem  pressionis  in  tubulo  Pitotiano  altitudini  velocitati  aquæ 
debitæ  respondere,  ex  experimentis  manifestatur  i5). 


x5)  E.  H.  P.  T.  pag.  5oo.  Experimenta  ad  hanc  veritatem  proban¬ 
dam,  facta  ibique  obvia  tanta  cura  tamque  apto  modo  instituta 
videntur,  ut  eorum  auctoritas  nullo  modo  in  dubium  vocari 
possit.  Theoria  quoque  idem  desiderari  infra  videbimus. 
Multis  experimentis  Dubuat  hanc  firmavit  sententiam.  Ex 
quibusdam  eorum  concludit  :  altitudinem  pressionis  medii  plani 
esse  altitudine  velocitati  debita  dimidio  majorem  (§  474).  Cum 
haud  pauci  auctores  huic  sententiae  addicti  sint  (ex. gr.  Young, 
Eytelwein)  primum  id  notandum  est,  Experimenta  D  u- 

buatii  inter  se  contraria  esse,  deinde  videndam,  cuinam 

.  . 

classi  horum  experimentorum  fides  maxime  habenda.  Dme 
enim  classes  apud  eum  inveniuntur,  Quorum  prima  ea  con¬ 
stituit  experimenta,  quibus  instrumentum  in  aqua  stagnanti 
motum  est  (§  474)  :  altera  eorum  ,  quibns  aqua  contra  planum 
immotum  currit  454).  Si  altitudo  velocitati  debila  sit  ==  1, 
tabula  sequens  differentiam  experimentorum  aute  oculos 
ponit:  ,  —  —  —  §  454  §  474 

Pressio  contra  centrum  plani  —  -j-i,5oo  *-f~i,o67 

. —  —  contra  marginem  plani  —  — 0,520  -f-o,5i8 

Medium  pressionis  in  latere  anteriori,  aper¬ 
turis  625  —  —  —  -j-i,5i6  +i,o43 

Med.  pr.  in  lat.  posteriori  • —  — 0,670  — o,43o 

Dubuat  dicit  (§  471):  ”Ne  pouvoit  on  pas  croire,  que,  dans 
l’elat  de  repos,  l’eau  offre  plus  de  facilité  à  se  laisser  diviser, 
et  par  conséquent  moins  de  résistance,  que  quand  elle  est  en 
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Disquisitiones,  quæ  in  Experimentis  Hydraulicis  16)  occur¬ 
runt  de  pressione,  quam  corpora  in  aqua  profluente  stantia 


mouvement?”  quod  affirmandum  esse  censet.  Ita  mensura  ab¬ 
soluta  cohæsionis  differret  in  duabus  guttis  sese  in  aqua  cur¬ 
renti  sequentibus,  et  in  aliis  duabus  in  aqua  stagnanti  sese 
tangentibus.  Interim  tamen  omnia  in  terris  velocitate  certe 
moventur  4  pedibus  majore;  atque  si  vel  hoc,  quod  objiciatur, 
acciperemus,  quæri  tamen  potest  cur,  si  difficultas  major 
guttis  sese  disjnngendi  adest,  (§  454)  hoc  minorem,  immo 
negativam  pressionem  in  margine  plani  secuin  ferat?  et  cur 
ita  enormis  differentia  (o,52o-j-o,3i8=:o,658)  in  margine  exstet? 
In  meis  experimentis  pressio  conli'a  marginem  plani  inventa 

est  —  0,17  ex  altitudine  pressionis  velocitati  correspondent 
te.  Aqua  fluens  tunc  4f-  latior  erat  plano;  si  vero  planum  in 
aqua  vicies,  vel  supra,  latiori  positum  est,  pressio  adfirmativa 
evasit.  Contra  ea  experimenta,  quibus  sententia  Dubuatii 
innititur,  §  454,  hæc  loquuntur:  1)  Instrumentum  non  in  flui¬ 
do  indefinito  esse  positum  ,  cum  supra  quartam  partem  pro¬ 
funditatis  aquæ  insumserit  (§  448).  Experimenta  a  me  facta 
(vide  Ex.  5)  commonstrant,  planum  non  nisi  quintam  partem 
insumens  nondum  esse  in  fluido  indefinito.  De  limite  vide 
infra.  Pressio  in  margine  negativa  hoc  ulterius  confirmat. 
Planum  experimentalori  forte  visum  est  superficiem  aquæ,  in 
loco,  ubi  positum,  nonnihil  levare,  itaque  non  esse  tamquam 
in  fluido  indefinito ,  quia  mensuræ  altitudinum  pressionis 
sumebantur  ex  aqnæ  superficie  4  ped.  ante  planum.  Hinc  se¬ 
quitur  omnes  mensuras  justo  esse  majores.  2)  Notandum  est  : 
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patiuntur,  eæ  legem  suctionis  plane  illustrare  mihi  videntur. 
Diametrus  tubuli,  in  hisce  experimentis  adhibiti,  longitudinem 
5q  lin.  circiter  habebat.  Diverso  modo  compertum  erat,  longi¬ 
tudinem  tubuli  ad  motum  guttularum  parallelum  efficiendum 
quoque  sufficere  17}.  Diametrus  corporum  axi  tubuli  immisso¬ 
rum  erat  quidem  circiter  8|-  lin. ,  atque  adeo  aliquantulum  ma¬ 
jor  ,  quam  ut  res  eodem  modo  ac  in  fluido  indefinito  sese  ha¬ 
beret  18)*,  verum  tamen  quum  limes  huic  statui  prope  accedat  19), 
videtur  omnino  corpus  conicum  ad  legem  suctionis  detegendam 

Velocitatem  aquæ  (§  442)  supputatam  esse  rotœ  ope,  quæ  vero 
nullo  modo  velocitatem  omnem  aquæ  exprimere  potuit ,  cum 
plus  minus  ve  exprimat,  ex  altitudine,  qua  rota  immergeretur. 

Contra  experimenta  classis  alterius  (§  474)  duo  inprimis 
afferenda  sunt:  1)  Scaphas,  quibus  planum  affixum  erat  vi 
manuum  fuisse  tractas,  unde  motus  non  æquatis  neque  sibi 
constans:  2)  Scaphas  et  planum  ipsum  non  eundem  potuisse 
situm  in  motu  ac  in  quiete  servare,  ipsum  quamvis  punctum 
initiale  numquam  non  curate  admodum  fuerit  probatum. 

16)  E.  H.  P.  I.  pag.  5o2.  seqq. 

17)  E.  H.  P.  I,  pag.  61  §  20. 

18)  E.  H.  P.  I.  pag.  821. 

19)  Cons.  Nouvelles  Experiences  sur  la  resistances  des  fluides  par 
d  Alembert,  Condorcet  et  Boss  ut  (quod  opusculum  in  se¬ 
quentibus  per  N.  E.  designabitur)  pag.  2 5.  Exp.  If.  et  pag.  107 
Exp.  XXXVI  ;  E.  H.  P.  I.  pag.  29  de  effectu,  quem  in  quanti¬ 
tatem  aquæ  effluentis  exserit  amplitudo  vasis;  nec  non  E.  H. 
P.  I.  pag.  270  de  sphaerarum  lapsu  in  aqua. 
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adhiberi  posse  quamquam  valor  ipsius  —ex  ejusmodi  experimen- 

n 

tis  non  tuto  inveniri  potest.  Motus  enim  aquae,  corpore  coni¬ 
co  in  ipsa  demerso,  minimum  turbetur  necesse  est.  Ut  hæcce 
experimenta  calculo  subjiciantur,  ratio  quaedam  constans  inter 
suctionem  atque  quadratum  velocitatis  ( c )  adsumenda  est.  Si  i- 
taque  fuerit  spatium  lapsus  corporis  libere  cadentis  primo  mi- 

I 

nuto  Secundo  =  g  20),  erit  semper  suctio  ss  —  .  —  .  Ad- 

n  4g 

hibito  itaque  eo  pressionis  valore,  quem  suctionis  respectu  ha¬ 
bito  ex  theoria  Bernoulliana  obtinemus  (vid.  §.  1.)  erit  in  hisce 

c7- 

experimentis  uniuscujusque  puncti  pressio  rs  a  —  Ç1-1 — j.  — 

i  e2- 

et  valor  suctionis,  quem  eadem  experimenta  dant,  (i~\ - ).  — 

11  4g 


n 


i  c* 

=  — .  —  (ponendo  scilicet 

N  4g  w-H 


z=zN),  Designando  jam  per  u 


suctionem  in  latere  tubuli  observatam ,  fiet  quidem 


20)  Ex  observationibus,  quas,  ad  longitudinem  penduli  Simplicis  de- 
derminandam,  instituerunt  Svanberg  et  Cronstrand,  est 
omnino  g"~i653,454  lin.  dec.  svec.  ad  latitudinem  Observatorii 
Holmiensis.  Hunc  valorem  ad  latitudinem  locorum,  ubi  experi¬ 
menta  hæcce  facta  sunt  reducere,  operae  pretium  minime  duco. 
Ex  hisce  observationibus  valor  metri  =:356,82i35  lin.  dec.  svec. 

4. 
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c*  '  .  . 

Nit  =  - 

4gi 

et  velocitas  guttularum,  quæ  orificium  tubuli,  motus  ipsarum 
directioni  normaliter  adversi ,  praeterfluunt , 

=  V  4  g  N  u. 

Si  itaque  fuerit  copia  aquæ  tempore  unius  minuti  secundi 
profluentis  =:  M  ped.  cub.j  obtinebitur  calculo  subducto  sequeii9 
aquatio  j  qua  N  determinari  potest  ; 

M - — 

- =  2  7T  v 11,7284'  g  N  M, 

0,02p27S 

ratione  scilicet  inter  suctionem  et  guttulæ  distantiam  a  latere 
tubuli  interpolando  determinata  ex  tribus  suctionis  altitudinibus, 
quæ  in  diversis  tubuli  sectionis  transversae  punctis  observatae 
sunt  i)  Hæc  experimenta  erant  sex.  Sequens  tabula  continet 
eos  ipsius  N  valores,  qui  ex  calculo  obtinentur. 


i)  Hæc  experimenta  indicio  sunl,  suctionem  crescere  a  latere  tubuli  ad 

f  radii  ipsius  in  ratioue  i:  i,  69  Hinc  patet,  quam  incertæ  sint 

supputationes,  in  quibus  eadem  velocitas  per  totam  sectionem 

locum  habere  adsumitur.  Hæc  quoque  sine  dubio  caussa  fuit, 

cur  ex  experimentis  Beruoulli  multo  minor,  quam  alias  valor 
suctionis  obtinetur. 


2  7 


Numerus  ex¬ 
perimenti. 

Tempus 

effluxus. 

Copia  aquæ 
tubulum 
perfluentis 
ped.  cub. 

N 

1 

72°. 

i44,7 

0,420  ; 

2 

3'42" 

1 44,6 

o,45o 

5 

2'45" 

1 45,5 

o,4 17 

4 

2'8" 

i45,3 

0,427 

5 

i'55" 

i45,o 

o,436 

6 

4'54u 

i44,6 

o,466 

Quaravia  ex  hisce  experimentis  indubius  ipsius  N  valor 
nullo  modo  sperari  possit,  videre  tamen  licet,  huncce  valorem 
constantem  fere  esse,  quamquam  tanta  fuerit  velocitatis  aquae 
inaequalitas  ,  quantam  experimenta  i  et  5  indicant.  Nisi  suctio  ; 
ut  manifestavimus,  ex  quadrato  velocitatis  penderet,  non  tam 
diu  effectus  illius  eos  latuisset,  qui  resistentiam  fluidorum  acute 
atque  diligenter  examinarunt. 

Hæc  eadem  lex  videtur  quoque  illi  suctioni  competere,  quae 
ex  motu  aeris  oritur.  Nam  ex  experimentis  2)  inveniri  potest, 
velocitatem  aeris  in  tubulis  ex  quibus  effluat  a  lateribus  ad  axem  eo¬ 
dem  fere  modo,  ac  velocitas  aquæ  crescere.  Unde  concludere  fas  est, 
phaenomenon  hocce  a  legibus  motus  lluidorum  elasticorum  pende¬ 
re,  sicut  verisimile  quoque  est,  cohaesiouem  cujusque  materiei 


2)  Vid.  E.  H.  P(  1.  pag.  81. 
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in  valore  absoluto  suctionis  ingredi.  Erat  tarnen  valor  su- 
ctionis  in  medio  tubulo  t/tty  in  altero  experimento ,  in  altero 
vero  T±JT y  altitudinis  pressionis.  Observandum  quoque  est,  quod, 
quum  orificium  tubuli  vitrei  non  in  latere  tubuli  effluxus  fini¬ 
retur,  sed  6  lin.  in  illud  intraret,  suctio  ipsa  3  lin.  tantummo¬ 
do  erat,  quum  e  contrario  i43  lin.  æquabat ,  quando  orificium 
tubuli  suctionis  ad  axem  usque  tubuli  effluxus  adigeretur.  Hoc 
explicat  omnino,  cur  Bernoulli  in  4:to  exp.  nullam  depre¬ 
henderit  suctionem. 

§  4. 

Examinata  itaque  lege,  cui  suctio  obtemperat,  jam  valor 
inventus  cum  aliorum  auctorum  comparandus  est.  5) 

Duo  tantummodo  experimenta  attulit  Venturi  4),  quorum 
ope  n  determinari  posset ,  si  apparatus  huic  fini  aptus  fuisset. 
Ex  primo  experimento  obtinebat  suctionem  =24  poll,  in  tubulo 
quodam ,  cujus  axis  3 2?  poli,  subter  aquæ  superficiem  submer¬ 
sus  erat.  Fistula  vitrea  erat  8  lin.  a  latere  vasis  verticali  tubulo 
inducta;  diametrus  tubuli  effluxus  erat  =  18  lin.  Hinc  patet 
situm  tubuli  suctionis  fuisse  prope  ad  minimam  sectionem  venae 

5)  E.  H.  unum  tantummmodo  continent  hujus  generis  experimentum 
(P.  I.  pag.  56),  unde  suctio  normalis  aequalis  actitudini,  velocitati 
aquæ  debitæ,  obtinetur. 

4)  1.  c.  Prop.  Ill  Exp.  VI.  pag.  11.  seqq.  et  Prop.  V  Exp,  XV  p.  a5. 
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aqueæ  5).  Venturi  autem  non  dicit,  quantum  tubulus  suctio- 
nis  in  tubulum  effluxus  immissus  erat.  Si  orificium  fistulæ  vi¬ 
treae  sectionem  venæ  minimam  tetigisse  ponatur,  fuerit  necesse 
est  altitudo  velocitati  guttularum  debita  =  52  poli.,  atque 

i 

*-  =  0,75.  Si  e  contrario  velocitas  guttularum  sugentium  me- 

» 

diaque  profluentis  aquae  velocitas  assumantur  inter  se  aequales, 

erit  —  =  i,opj.  Tuto  quidem  affirmare  posse  nobis  videmur, 

n 

harum  positionum  nullam  in  experimentis  D:ni  Venturi  locum 
habuisse,  sed  medium  quendam  valorem  assumendum  esse,  un¬ 
de  obtinetur  —  =  o,p2i>  qui  cum  eo ,  quem  nos  ex  tubulo  Pitor 
n 

tiano  obtinuimus,  prope  convenit. 


Ex  altero  experimento  Venturiano  obtinetur  — /077, 
adhibita  scilicet  in  calculo  velocitate,  quæ  sectioni  contracti  tu¬ 
buli  minimae  competebat.  Suctionem  ex  observatione  Venturia- 
na  in  fistula  vitrea  NT  (vid.  1.  c.  fig.  11),  tubulo  effluxus  diver¬ 
genti  adfixa,  computaturus  cognoscat,  necesse  est,  suctionem  in 
punctis  sectionis  tubuli  per  axem  diversis  diversam, 

Inter  Experimenta  Hydraulica  unum  occurrit,  ubi  tempo¬ 
re  i83",6  quantitas  aquae — 148  ped.  cub.  per  canalem  tetrago¬ 
num  verticalem  effluxit.  In  diversis  sectionis  transversae  pun¬ 
ctis  suctio  examinata  erat.  Designando  jam  suctionem  per  n , 


5)  E,  H  pag.  4a. 
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per  X  vero  distantiam  orificii  tubuli  suctionis  a  latere  ipsius  ca¬ 
nalis,  obtinetur  omnino  ex  observationibus  interpolando 

«  =  o,  64  •+-  2,  7.  X,  —  a 

Quum  autem  sit  'czs\^agN  u ,  et  quantitas  aquæ  ef¬ 
fluentis 


—  J* 2  (r  ■—  x)  4  c.  d.  X  > 

integrali  ab  usque  ad  #:=:o  sumto,  invenietur  omnino  in¬ 


tegrando  ,  positis  scilicet  brevitatis  caussa  j6  \/  2  g  N  ~  A; 
o,32s=ra,  quantitas  aquae  effluentis  = 


3 

? 
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atque  N  =  0,478 ,  unde  —  r=  /,o£2.  In  motum  aquæ  in 

bocce  experimento  animadverti  omnino  potest,  orificium  canalis, 
per  quod  aqua  fluebat,  fuisse  rotundum,  quamvis  sectio  ipsius 
canalis  transversa  fuerit  quadrangularis,  atque  adeo  motum  aquæ 
in  angulis  canalis  aliquantulum  retardari,  quod  calculo  minime 
subjici  potuit.  Hæc  duo  momenta  si  respexerimus,  valorem  i- 
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psius  ~paullulum  minui  debere  patet.  Dub u at;  qui  tubulo 

n 

Pitotii  suctionem  perpendicularem  exploravit,  —  =  per  me 

11 

dium  ex  tribus  experimentis  invenit. 

§• 

Orificio  fistulae  Pitotianæ  secundum  directionem  fluminis 
converso  experimenta  dabant  sequentes  suctioni  valores,  quam 

heic  per  —  designemus, 
tn 


Numerus  ex¬ 
perimenti. 

Altitudo  pres¬ 
sionis  ,  orificio 
tubuli  flumini 
obverso. 

Altitudo  su- 
ctionis  ,  tubu¬ 
lo  secundum 
flumen  con¬ 
verso. 

i 

m 

1 

i9,o  lin.  dec. 

5,  75 

o,5o5 

2 

19,25 

4,5 

0,234 

3 

16,26 

4,5 

0,277 

4 

16,25 

3,5 

0,2 1 5 

5 

16,26 

4,675 

0,269 

6 

i5,625 

4,5 

0,288 

7 

16,75 

4,o 

0,254 

8 

co 

to 

8,2 

0,217 

9 

55,0 

7,75 

0,221 

‘X9  . 


Ut  hi  vaïores  probe  examinentur  et  cum  aliis  conferantur, 
magna  eorum  inaequalitas  postulat.  Primo  quidem  patet,  ea  ex- 
perimenta  maximam  fidem  mereri,  quæ  maximas  mensuras  con¬ 
tinent;  nam  quo  minoressunt  quantitates,  ex  observationibus  eru¬ 
endae,  eo  majorem  quoque  effectum  habent  errores  in  observan¬ 
do  commissi, 

Experimenta  Hydraulica  varias  continent  disquisitiones,’ 
huic  speciei  suctionis  aptas  6).  In  axe  venae,  verticaliter  fluen¬ 
tis,  alterum  crus  tubuli  vitrei  inflexi  immissum  est,  alterum 
per  cisternam  exiit.  Altitudo  pressionis  in  cisterna  erat  44o  lin. 
dec.  ,  diameter  aperturae  =  29,806  lin.  dec.,  exterior  tubuli  vi* * 
trei  diameter  =  2, 5  lin.  dec.  et  diameter  sectionis  venae  mini¬ 
mae  =  23,19  lin.  dec.;  unde  patet  tubulum  vitreum  in  vena 
tamquam  in  fluido  indefinito  fuisse  putari  posse.  In  tribus  di¬ 
versis  casibus  hocce  phaenomenon  observatum  est,  scilicet  cum 
orificium  tubuli  vitrei  vel  17,3  lin.  dec.,  vel  22,3  vel  denique 
33  lin.  dec.  infra  planum  aperturae  erat.  Summa  suctionis  alti¬ 
tudo  obtinebatur  secunda  positione  adhibita  h.  e.  quum  orifi- 


6)  E.  H.  pag.  55  seqq.  Observatio  cum  tubulo  Pitotiano,  unde  erue¬ 
batur,  suctionem  secundum  flumen  esse  aequalem  dimidiae  altitu¬ 
dini  pressionis,  vim  fortuiti  cujusdam  casus  innuere  videtur. 

*  . 

Experimenta  N:is  3  et  4  (Vid.  sectionem  ultimam)  manifestant, 
suctionem  secundum  flumen  adhuc  majorem  fieri  posse  pone  pla¬ 
num  quoddam  tenue. 
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cium  dimidio  longius,  quam  sectio  venae  minima,  ab  apertura 
aberat  7). 

Suctio  tribus  liisce  modis  determinata  est: 

-  -  -  i  », 

0)  Vas  aqua  impletum  sub  crure  exteriore  positum  est;  al¬ 
titudo  auctionis,  quæ  inter  go  et  112  lin.  variabat,  plerumque 
io5  lin,  explebat 

b)  Longitudo  cruris  exterioris  ad  aquam  contra  directionem 
motus  elevandam  sufficiebat.  Differentia  horizontalis  inter  tu¬ 
buli  orificia  erat  ==  175  lin.  dee.  Quantitas  aquæ  metiendo 
colligebatur,  et  altitudinem  pressionis  esse  =  47  lin.  separa- 
tim  eruebatur;  erat  itaque  altitudo  pressionis  z=s  175  —  47  = 
128  lin. 

c)  Quum  aqua  ex  vena  contra  directionem  fluxus  in  vas  ap¬ 
plicatum  sugendo  elevaretur,  va3  quoque,  quod  aquam  recipie¬ 
bat,  sensim  allevatum  est,  donec  status  permanentiæ  invenie¬ 
batur.  Tunc  autem  erat  differentia  horizontalis  inter  hanc  aquæ 
superficiem  et  superius  diabetae  1.  siphonis  °)  orificium  =  77 
lin.  dec. 

In  primum  horum  experimentorum  animadverti  omnino 
potest,  exiguam  aquæ  columnam  eo  diabetae  orificio;  quod  a  ve- 

■  ■  - - -  ■  i  ■  —  i  i 

7)  Variis  observationibus  distantia  hujus  sectionis  ab  apertura  — 15,4 
lin.  dec.  reperiebatur ,  pressionis  scilicet  altitudine  in  cisterna 
—  45o  lin.  dec.  E.  H.  pag.  42. 

*)  Synom,  conf.  D.  Bern  u  oil  1  i  1,  c,  pag.  106.  §.  17. 
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na  sugebatur,  adhærere  et  aërem  intus  diabeten  attenuatum 
esse.  In  secundo  autem  diabetæ  vitiosa  forsan  positio ,  nimis 
magnum  valorem  necesse  datura,  plus  quam  in  ceteris  erroris 
efficere  potest.  Omnium  tamen  difficillimum  tertium  est  ad 
perficiendam.  Primum  vero  esse  fide  maxime  dignum  credide¬ 
rim,  quod  quidem,  correctione  ob  columnam  aquæ,  orificio 
diabetæ  superiori  adhaerentem ,  facta ,  (nullum  enim  respectum 
attenuatio  aeris  meretur),  dat.  g 2, 5  lin.  dec.  h.  e.  valorem  paul- 
lo  minorem,  quam  qui  inter  omnes  tres  medius  est  (99,2). 
Quamquam  vero  id  in  omnes  Iiasce  experiundi  rationes  obser¬ 
vari  potest,  maximum  suctionis  non  obtineri ,  quod  forsitan  lo¬ 
cum  habuisset,  si  orificium  diabetæ  infra  aperturam  22,5  +  d 
positum  fuisset  ;  videtur  tamen  hocce  maximum  haud  longe  ab 
hacce  positione  incidere;  ex  primo  enim  observandi  modo  ob¬ 
tinebatur  altitudo  =r  g4  lin.;  quum  å  =  H-  10,7,  et  eadem 
altitudo  =  75  lin,  quum  $  zs  5,o  lin.  Hæece  itaque  expe¬ 
rimenta  subministrare  videntur  j  8)  vel  —  =  0,210. 

4M  X 


8)  Orificium  diabetæ  aqua  quidem  submersum  erat  ad  altitudinem 
462,5  lin,,  sed  adhibita  eadem  et  apertura  et  cisterna  manifestant 
omnia  experimenta  (E.  H.  pag.  4a),  velocitatem  minimæ  venæ 
sectionis  ,  quum  altitudo  pressionis  erat  =  45o  lin.,  altitudini 
piessionis  45o,6q  linear,  tantum  respondere  ;  quamquam  distan¬ 
tia  jam  dictæ  sectionis  a  superficie  aquæ  in  cisterna  erat 
=  465,  4  lin. 
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Quum  hæc  suctionis  species  in  se  contineat  eam  resistentiae 
partem  corporis  in  aqua  moti,  quæ  ex  puppi  oritur,  inducat 

i 

nos,  necésse  est,  illa  de  valore  ipsius  —  disquisitio  in  hunc  am- 
#  *  *  ■  —  '•  * 
plum  campum.  Quippe  vero  quum  notum  sit  9),  partem  ad¬ 
versam  corporum,  in  aqua  sese  moventium,  in  centro  fortius, 
quam  ad  marginem  premi,  abs  re  non  putabam  etiam  disqui¬ 
rere,  quanta  suctio  competat  diversis  partis  aversae  punctis  10). 
Hæc  fuit  origo  experimenti  tertii ,  quod  indicat ,  suctionem  es¬ 
se  per  totam  partem  aversam  propemodum  aequalem,  quod  ab 
experimento  4:to  ulterius  confirmatur  11), 

Resistentiam  corporis,  in  aqua  moti,  a  puppi  ad  ma- 
gnam  partem  pendere,  ab  experimentis  gallicis  quoque  adpa- 
ret ,  quamvis  hæc  observatio  ipsos  observantes  effugisse 
videtur.  Comparemus  Exp.  V  et  LI.  Velocitas  ntriusque  na- 

9)  Primum  per  experimenta  Dubuatii,  deinde  ex  E.  H,  confirmatum. 

ao)  Partem  plani  aversam  ejusmodi  suctionem  pati,  auctores  qui- 
dem  suspicati  sunt ,  sed  valorem  illius  nimis  magnum  assumse- 
runt.  Conf.  Young  I.  pag.  5 o4. 

11)  Observat  af  Chapman  effectum  aquae,  in  puppim,  quo  motus  il¬ 
lius  retardatur,  eundem  esse  inde  ex  eo,  quod  cum  directione 
aquæ  faciat  900,  usque  ad  26°34  j  postea  vero  hanc  resistentiam 

a  t  l  ,  * 

initio  minui,  deinde  vero  crescere,  et  minimam  esse  ad  i5t27>. 
Vid  Sv.  Vet.  Àcad.  Hand!.  1795,  pag.  96,  —  Conf.  Dubuafc 
Tom,  IL  §  474. 


viculæ  erat  prope  æquaïis;  superficies  prioris,  dénivellations 
(remou)  simul  comprehensa,  erat  =12  X  i4£  poll,  quadr* 
(pouces  carrées),  vis  movens  ~  i55  onces  5  hujus  vero  super¬ 
ficies  eas  igf  X  18  f  poil,  quadr.  (pouces  carrées)  vis  vero  mo¬ 
yens  —  572  one.  12).  Si  jam  forma  puppis  ad  rem  nihil  faciat, 
foret  omnino  naviculæ  N:o  1  ,  quæ  in  exp.  V  adhibebatur  et 
ejusdem  snperficiei  ac  navicula  N:o  3  erat,  resistentia  =  372; 

û  1  v  y  f  j  •  *  V  r  ■*  .i  i  - 

ex  calculo  vero  eruitur  027.  Si  conferantur  experimenta  a 
Bossut  et  Condorcet  instituta  N;is  III  et  LXXXI,  in  qui¬ 
bus  planas  similesque  proras,  æqualem  sectionem  transversam, 

.ii  *  ^  ;  i  .  f*'-*  :  *‘i  ,  •  >  (  -  ; 1 ; .  \  .  :  i  ,  3 

œquales  denique  vires  moventes,  naviculæ  habebant,  in  experi¬ 
mento  N:o  III  autem  erat  puppis  plana  et  in  N:o  LXXXI  cu¬ 
neata,  lateribus  angulum  =  120  inter  se  facientibus  $  apparebit 
illam  in  96  ped,  consumsisse  47", 4 4,  hanc  vero  5  *",62  in  72- 
ped.  h.  e-  43", 49  in  96  ped.  i5).  Habent  itaque  resistentiæ 

inter  se  eandem  rationem ,  quam  1  :  o ,  84.  Hinc  foret 
; 

—  >0,  16. 
m 

Qui  per  annos  1790 — 1798  in  Anglia  experimenta  hydrau- 

lica  instituebant  i4),  ii  separatim  omnino  considerarunt  illam 

_ 

12)  N.  E.  non  narrant,  quanta  fuerit  denivellatio  lateralis,  centra¬ 
lem  vero  59  lin.  edunt  unde  proportionando  valorem  assumtum 
inveni.  Mensuram  ponderum  trahentium  vide  in  pag,  169. 

i5)  Traité  theor.  et  exp.  d’Hydrod.  ii:e  pagg.  397  et  4o5.  Hanc 
rem  auctor  quoque  animadvertit  (vid.  §  997  pag.  417). 
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resistentiae  totius  partem,  quæ  ex  puppi  pendet,  Puppi  scili¬ 
cet  plana  unumque  angi.  ped.  quad,  ampla,  hæc  resistentiae 
pars  (the  minus  pressure)  reperiebatur  =  o,4g  avoir  du  poids , 
quando  navicula  1,6909  ped.  angi,  uno  minuto  secundo  emetie¬ 
batur  i5),  unde  foret  —  =  0,177.  Omnia  hæc  experimenta 

m 

nimiam  dare  resistentiam ,  infra  patebit.  Nimia  enim  experi¬ 
mentorum  vastitas,  nimiis  machinis  indigens,  determinationem 
frictionis,  cuilibet  ipsarum  parti  competentis,  difficillimam  omni¬ 
no  facit  j  unde  incertitude* *  oriatur  necesse  est,  quæ  præ  valöre 

34)  I/e ar d,  Scott  et  Beaufoy  scilicet.  Vid.  The  rapport  of  the 
Committee  for  conducting  the  Experiments  of  the  Society  for 
the  improvement  of  naval  architecture.  Ex  aliis  quibusdam  e- 
nuntiatis,  quæ  Beaufoy  ex  Dni  Burney  late  edition  of  Wi¬ 
liam  Falconers  Universal  Dictionary  of  the  marine  excerpsit, 

obtinetur  JL  =  o,i68.  Ex  tabula  Dni  Beaufoy  in  Annals  of 
m 

•  £ 

Philosophy  (J.  g.)  by  Thomson  eruitur  —  0,167  ,  velocitate 

rn 

— 1 ped.;  velocitate  vero—  aped-  fit  —  —  0,1 85. 

m 

1 5)  Alio  quodam  loco  (pag.  u5)  parallelepiped!  resistentiam,  velocita¬ 
te  =  1,69  ped,,,  hocce  modo  consignat  auctor: 

plus-pressure  .  ..  .  =  2,1 4 
minus-pressure  .  »  .  =  0,69 
frictio  ,  r  .  =  0,59 

5,59 

Si  minus-pressure  adsumalur  =  erit  -i  =  o,2q4? 

5,59  m 
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totius  resistentiae  nimis  magna  videtur ,  quam  ut  valores  inde 
ducti  omne  suffragii  jus  mererentur. 

Chapman  quoque  hanc  rem  nominatam  consideravit  in 

iis  experimentis,  quæ  anno  1794  faciebat.  Quamquam  autem 

formulam  quandam  ad  effectum  puppis  determinandum  aptam  prodit, 

exinde  tamen  valor  ipsius  ■—  nullo  modo  reperiri  potest,  quia 

m 

absolutae  mensurae  minime  occurrunt  16). 

Bipartito  ad  determinandum  puppis  effectum  in  E.  H.  per¬ 
venitur  —  primum  scilicet  observando,  quinam  sit  aquae  flu- 


j6)  Sv.  Vet,  Acad.  Handlingar  1795.  Vir  rei  maritimae  peritissimus 
et  architectura  navali  clarissimus  de  effectu  puppis  hocce  modo 
expertus  loquitur:  ”Då  ett  skepp  seglar  bide-vind ,  är  centrum  af 
vädrets  kraft  på  seglen  perpendiculairt  „öfver  skeppets  centrum 
Gravitatis  eller  något  förom,  .som  är  .antingen  midt  på  skeppets 
längd  eller  nära  deromkring.  Man  vet  ock,  att  medeldirection  af 
vattnets  effect  emot  skeppets  Jäsida  ar  långt  för  middelen  af  skep¬ 
pet  och  att  rodret  med  detsamma  kan  ligga  midskepps.  Tvenne 
så  belägna  och  åt  .contraira  leder  verkande  krafter  (seglen  och 
vattnet)  skulle  genast  förorsaka  skeppet  att  lofva  så  starkt  upp  i 
vinden,  att  ehuru  Rodret  fördes  åt  lofvart,  skulle  dock  dess  ver-  - 
kan  i  denna  händelse  blifva  obetydande.  Iiäraf  bör  då  slutas,  att 
vattnet  på  skeppets  acter.sta  ända,  på  lofvart  sidan,  måtte  hafva 
en  betydande  effect  att  föra  densamma  åt  lofvart,  lör  att  bringa 
centrum  deraf  under  bidevinds  seglingen  till  det  medlersla  af 
skeppet.”  Hæc  omnia  a  cohæsione  æquæ  oriri  putat  auctor. 
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entis  effectus  in  partem  aversam  corporis  persistentis  —  dein¬ 
de  proprie  sic  dictis  de  resistentia  experimentis,  quum  corpora 
in  aqua  stagnante  moverentur.  Priori  classe  horum  experi- 

i 

mentorum,  unde  —  =  o,  35  eruitur,  diligentius  examinata, 

in 

concludere  fas  est,  valorem  huncce  nimium  esse,  —  Ex  poste» 

rioribus  vero  experimentis  obtinetur  tota  cylindri  resistentia  ma- 

c  2 

xima,  motu  secundum  directionem  axeos  facto,  ==o,907X - 
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et  tota  cubi  resistentia  =s  o,85.  - -  17),  inter  quos  valores 

4g 


17)  E,  H,  P.  I.  pagg.  2 55,  2 57.  In  hoc  experimentorum  adparatu 

quinque  tantummodo  occurrunt  calculo  subducta  (  vid.  pag.  172), 
ex  quibus  absolutus  resistentiæ  valor  concludi  possit.  Experimen¬ 
torum  in  N.  E.  allatorum  duo,  Exp,  1  et  12  scilicet,  instituta 
sunt  figuris,  quarum  puppis  non  plana  fuit.  Figuræ,  in  Exp.  6 
(Chp.  IV)  adhibitæ,  latitudo  erat  longitudine  major,  unde,  con- 

•  •  •  •  •  •  C*  • 

venienter  experimentis  ,  oriri  debuit  resistentia  >  quod  etiam 

4g 

explicat,  cur,  simili  figura  adhibita,  evadat  h  >  h'  (  N.  E.  pag. 
172).  —  Restant  itaque  tantum  Exp.  20,54  et  48  heic  apta,  quo¬ 
rum  ultimum ,  utpote  quod  maxima  vi  motrici  institueretur  atque 
adeo  minimum  a  frictione  perturbaretur ,  summam  fidem  meretur. 
Ex  experimentis  patet,  denivellationem  aquæ  lateralem  (remou 

lateral)  fuisse  \  denivellationis  centralis ,  cujus  rei  ut  in  calculo 

« 

respectum  habeamus,  oportere  videtur.  Quo  facto  obtinetur  A 

/i' 

•  •  •  • 

=  o,85i  h.  e.  tota  parallelepipedi  resistentia  =  o,85i  —  . 

4g 


4-0 
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0,868.  — medius  est,  Puppi  autem  valde  cuneata  et  prora  pla- 
4g 

c7- 

nâ ,  fiebat  tota  resistentia  =  0,67.  — ,  Nos  debere  in  experi- 

4g 

mentis  cum  liac  figura  cuneata  nullum  fere  ad-  resistentiam  effi¬ 
ciendam  effectum  puppi  tribuere,  id  manifestant  experimenta  ad 
vim  eruendam  instituta,  qua  diversa  plani,  directioni  fluminis 

normaliter  obversi,  puncta  ab  aqua  premuntur  18).  Inde  obti- 

.  .  c% 

nebatur ,  pressionem  in  partem  plani  adversam  esse  =0,67.  —  ^ 

4g 

Ex  his  omnibus  justo  concludere  posse  nobis  videmur,  eam  Cy¬ 
lindri  Cubique  resistentiae  partem,  quæ  ex  puppi  oritur,  esse 

£  2*  q  2i 

cireiter  “  (0,868  '9)  — 0,67)  —  0,20.  — :  —  Dubuat 

4g  4g 

i 

mensuram  tS  —  in  cubo  =  0,27,  in  prismate  =  o,i 5,  in  tu-r 
bulo  Pitotii  =  o,  statuit» 


Experimentis  allatis  probe  inter  se  comparatis,  patet  omni-; 
no,  jus  suffragii  nemini  experimentorum,  cum  fistula  Pitotiana 


18)  E.  H.  P.  1.  pag.  535. 

19)  Notatu  dignum  est  primum  quod  Bossut  et  Condorcet  ”se 
proposoient  simplement  determiner  les  rapports  des  resistances”, 
(i.  c.  pag.  4o8),  unde  nulla  mensura  absoluta  ex  illorum  experi¬ 
mentis  erui  potest;  deinde  quod  ex  experimentis  Anglicis  obti- 

•  •  •  • 
netur  resistentia  Cubi  rr  1,02  —  ,  qui  valor  et  gallicis  et  sueca- 

...  4# 

nis  experimentis  manifesto  repugnat. 


institutorum,  competere,  nisi  8:vo  et  g:no  unde  evadit  valor 

i 

ipsius  — 
tn 

ope  fistulae  Pitotianae  determinatus  —  —  0,219 

ope  diabetae  —  — *  —  0,210. 

Inter  quos  valores  si  medius  sumatur,  obtinetur 

JL  =  0,2 15,  qui  cum  valore,  quem  experimenta  de  resi- 

m 

stentia  proprie  facta  indicare  videntur,  egregie  convenit. 

§.  6. 

Definitis  jam  suctionis  valoribus',  sive  fuerit  fistula  cursui 

i  i  / 

fluminis  normalis  (—  )  ,  sive  secundum  ipsum’  conversa  (— ) , 

n  w 

jam  ad  pressionem  in  fistula  Pitotiana,  alios  cum  directione  flu¬ 
minis  angulos  faciente,  determinandam  progrediendum  est  —  et 
quidem  primum  disquirendum,  quinam  fuerit  hicce  angulus, 
quum  superficies  aquæ  intus  fistulam  cum  exteriori  congruerit, 
ut  exinde  tandem  omnes  diversos  cum  fistula  Pitotiana  obser¬ 
vandi  modos  comparando  definiatur  — . 

n 

Designet  C  a  (fig.  10)  directionem  guttulae  aquæ,  orifi¬ 
cium  fistulæ  in  a  contingenti.  Fingamus  duas  guttulas  (0  et  o') 
eodem  temporis  momento  ad  a  horizontaliter  juxta  se  positas 
pervenire,  ponatur  angulus  u  (quem  directio  motus  guttulae  cum 
plano  orificii  tubuli  faciat)  tantus,  ut  guttulae  in  a  sejungantur, 

6 
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altera  secundum  fistulæ  latus  a  Ay  altera  in  plano  orificii  fluere 
pergente  j  sit  velocitas  fluminis  :=  cf  velocitas  guttulae  o  secu3 
a  A  in  momento  sejunctionis  x,  et  guttulae  o  in  plano  orifi¬ 
cii  aa  =  y .  In  hocce  momento  deberet  omnino  propter  vim 
inertiae  guttula  o'  assumere  velocitatem  c  sin  u  secundum  a  A , 
nisi  ad  guttulas  sejungendas  vi  quadam  opus  esset.  Jam  vero 
guttulae  o  et  o '  velocitatibus  finitis  a  se  invicem  discedunt  —  no- 
væque  earum  directiones  angulum  rectum  inter  se  faciant  ;  oria¬ 
tur  itaque  necesse  est  inter  illas  suctio  quaedam  per  constantem 
*—  definita.  Quum  autem  haec  guttulae  o ,  cujus  velocitas  =  y  , 
vis  suctionis  in  guttulam  o'  respondet  altitudini 


n 


jr. 

4g 


velocitas  autem  guttulae  o,  ex  vi  inertiae  pendens,  debetur  alti¬ 


tudini  ( 


c  sin  u 


48 


)a  ;  se  moveat  necesse  est  haec  guttula  o  secun- 


C  ^  i  f  y  ^ 

dum  a  A  velocitate  debita  altitudini  —  sin *  u  —  —  .  —  . 

4g  »  4g 

Ejusdem  autem  guttulae  velocitas  quum  posita  sit  quae  al- 

•  •  •  Av  C  ^  l  71  ^  ^ 

titudini  —  respondet,  erit  omnino  —  sin 2  «  —  — .  —  —  —  . 


4g 

Pari  ratione  obtinetur  etiam 


4g 


n  4g  4g 


/  i  X*  y* 

—  cos  u  — -  — —  — .  Has  aequationes  solvendo  eruitur 

48  »  4g  4g 


,  = ,  1/ 
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/ma  a  — 


cosi  u 
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Po3tulata,  quibns  constructio  harum  aequationum  innititur, 

non  nisi  inter  y  =  o  (tang  u  :=:  ^ n  )  et  x  =  o  (  tang  u  = 
z 

zz=z)  h.  e.  circa  45°  locum  habent.  Hac  positione  sectio  per 
n 

axem  fili  aquei  horizontalis,  quod  ante  orificium  fistulas  est,  el¬ 
liptica  omnino  estj  posito  vero  diametro  orificii  =  z,  evadit 

7t 

hæc  elliptica  area  =  —  sin  u ,  unde  pressio  hujus  fili  aquei , 

4 

cui  resistit  aqua,  quae  pone  fistulae  latus  a  A  est,  respondebit 
ponderi  voluminis  aquae 

7t  C a 

—  sin  u.  —  ; 

4  4g 


orificium  enim  fistulæ  tam  exiguum  est  ratione  plani  aa,  ut 
imminutio  pressionis  ab  axe  ad  latera  nullo  modo  ex  experi¬ 
mentis  cognitis  determinari  possit.  Hæc  vero  pressio  summam 
efficit,  quæ  in  totam  stagnantis  fili  aquei  sectionem  h.  e.  in 


—  distribui  debet  )  evadit  itaque  aucta  cujusque  puncti  densita* 


vel  tensio 


s:  —  sin  u. 
4g 


Velocitas  autem  guttulæ  o  est  y]  quæ,  ante  quam  orificium 
transiit,  haud  admodum  augetur.  Hujus  ex  motu  oritur  suctio 
i  yz  ' 

— .  —  :  unde  adhibendo  æquationem  I  pressio  introrsus  fistulam 
»  4g 

Pitotianam ,  cum  flumine  45°  efficientem ,  obtinetur 
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C2  l  c * 

=  —  sin  4S° - .  —  .  sin2  4$* 
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Fistula  Pitotiana  45°  cum  directione  fluminis  faciente,  ob 
tinebantur  valores  sequenti  tabulæ  adscripti: 


Numerus 

experimenti. 

Altitudo 
pressionis,  tu¬ 
bulo  flumini 
adverso 

Altitudo  pres¬ 
sionis,  tubulo 
45°  efficiente 

Ratio 

altitudinum 

1 

19  lin. 

v  1  •  * 

9,75  1 

>  o,5io 

2 

19,25 

9,75  J 

*+ 

0 

16,25 

8,375  ’ 

4 

16,23 

8,5  ! 

r>  0,5 1 5 

5 

16,25 

8,25  J 

6 

15,625 

7>875  ] 

^  o,5o6 

7 

15,75 

8,0  j 

8 

37)8 

17,2 

o,455 

35,0 

i5,87  5 

o,454 

45 


Hæ  observationes  quum  eo  certiores  sint,  quo  majores 
contineant  quantitates,  tum  simili  ratione  jus  quoque  suffragii 
illis  tribuendum  est.  Quo  aestimandi  modo  adhibito,  erit  0,477 
ratio  media,  quæ  ad  45°  est  inter  has  altitudines  ;  unde 

i 

0,#2.  •  •  •  II. 

n 


§•  7. 

Fistula  Pitotiana  a  directione  fluminis  tantum  aversa,  ut 

r 


tang.  n  < 


r 


evadit  omnino  guttulae  o  velocitas  x  negativa  h.  e.  guttulae  non 
sejunguntur.  Linea  C  O  (fig.  n),  aquam  bipartiens,  tunc  in 
latus  a  A  alicubi  inter  a  et  A  incidit,  ita  ut  una  pars  W  aquae, 
lateri  a  A  occurrentis,  versus  a  praeterlapsum  sit,  altera  autem 
pars  W  versus  A,  Neque  constructio ,  cujus  ope  orta  est  ae¬ 
quatio  I  tam  generalis  est,  ut  hunc  casum  complectatur. 


Constructio  autem,  quam  fig.  11  indagat,  illi  soli  strato 
competit,  quod  in  plano  horizontali  axeos  fistulae  est,  quia  fi¬ 
stula  ipsa  cylindrica  est.  Quum  vero  diameter  ipsius  foraminis 
sat  parvus  sit  prae  diametro  fistulae  exteriori,  erit  aberratio  hinc 
orta  perexigua.  Velocitatem,  qua  guttula  y  marginem  a  præ- 
terlabitur,  et  effectum,  quem  ad  pressionem  in  fistula  mutan¬ 
dam  exserit,  determinaturus,  in  maximas  omnino  incurrerem 
hujus  operis  difficultates,  cujus  finis  primus  explicatio  phæno- 
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ineni  suctionis  est.  Ut  de  cetero  jam  observatum  est,  minuitur 
omnino  valor  absolutus  hujus  cfFectus  inultum  ex  figura  fistulae 
cylindrica.  Si  enim  K  (fig.  12)  exhibeat  centrum  totius  plani 
orificii,  act  autem  orbem  ipsius,  facillime  omnino  apparet,  non 
nisi  lineam  aqueam  C  O,  in  planum  orificii  ejectam,  axem  tu¬ 
buli  transituram ,  quia  guttulæ  or  et  a  a  superficie  cylindrica 
versus  et  et  cc'  deducuntur;  quæ  deductio  effectum  hujusce  phae¬ 
nomeni  ad  pressionem  in  fistula  Pitotiaiia  determinandam  minuit. 
Sunt  itaque  vires,  quæ  heic  aliquid  ad  rem  conducant,  pressio 

c2.  i  (c  cor  u )2 

(  — .  sm  u  )  et  suctio  (  —  , - )  :  atque  adeo,  quo  sit  su- 

4g  n  4g 

perficies  aquæ  et  intus  fistulam  Pitotianam  et  in  flumine  aequa¬ 
lis,  necesse  est,  ut  sit 

r 

SUI  «*—•—.  COS2  U  a=  O 

n 

Experimentum  quintum  (vid.  sectt  ult  )  duos  ipsi  u  valores  tri¬ 
buit,  alterum  =  56°4i',  alterum  autem  =  53°5o'.  Priori  va«; 

lore  pro  «  substituto,  fit  —  =  0,929  ex  posteriori  obtinetur  — 

n  n 

=10,794  atque  adeo  medium  =0,861.  Difficultas  superficiem 
aquae  rite  determinandi  hisce  observationibus  non  plenam  admit¬ 
tit  certitudinem,  in  quam  magnum  sane  exserat  necesse  est  ef¬ 
fectum  exiguus  error,  in  illa  constituenda  commissus. 

Fistula  Pitotiana  ita  secundum  flumen  conversâ,  ut  planum 
orificii  ejus  cum  directione  fluminis  C  a  (fig.  i5)  angulum  n  fa¬ 
ciat,  erit  velocitas  aquæ  orificium  transeuntis  C  cos  u ,  unde 


I  C 2  COS2  ti 


Suctio  =  —  . - - . 

n  4g 

Nisi  esset  fistula  Pitotiana  cylindricæ  figuræ,  qua  suctio 
,  i  c2  sin 4  u 

secundum  flumen  — . - ad  partem  aboletur,  efficeretur 

m  4g 

omnino  suctio  ex  hisce  terminis  simul  sumtis.  Experimenta  sub¬ 
ministrant  sequentia,  angulo  «  45°, 


Numerus 

experimenti. 

Altitudo 

pressionis 

c2 

Suctio. 

Ratio  posito 
c4 

4^=  i; 

i 

19»° 

9  i 

t  o>*7» 

3 

19,25 

9  J 

\ 

3 

16,25 

8  1 

4 

16, 25 

7,5  1 

L  0,487 

5 

16,25 

8,25 

6 

i5,625 

7,5  1 

'  0,482 

7 

i5,75 

7,625  J 

i  / 

8 

37, 8 

i6,55 

o,458 

9 

35,o 

i5,575 

o,439 

48 
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Hæc  experimenta  non  pari  gaudent  suffragandi  jure,  cre¬ 
scit  enim  certitudo  cum  altitudine.  Qua  norma  aestimandi  ad-  ♦ 
hibita,  erit  medium  o,45  5,  unde 

-  =  o,  9  i. 
n 


§.  8. 

Si  jam  inter  se  conferantur  omnes  in  superioribus  factae 

1 

determinationes  ad  valorem  ipsius  —  ex  experimentis  cum  fistu- 

n 

la  Pitotiana  institutis  eruendum,  sequens  comparatio  orietur: 


Angulo  «  zz  45°,  fit 

o 

=  9° 

zz  i55° 

=  5**54? 


-  (§  6)  =  o,85. 

n 

•  (§  °)  — -  o,g i. 

.  (§  7)  =  o,gi. 

.  (§  7)  =  0,86. 


Inter  quos  valores  medius  forsan  sumendus  est,  unde 


—  =  0  ,  8  8 

fi 


III . 


m 


=  0,2  is 


$•  9- 

Quum  experimentis  plane  manifestatum  est,  aerem  per  tu¬ 
bos  atque  foramina,  in  tenuibus  laminis  facta,  effluentem  ean¬ 
dem,  quam  aqua,  legem  sequi,  sive  velocitatem,  sive  contra¬ 
ctionem  respexeris;  jure  quodam  suspicare  possumus,  suctionem 


\ 


> 


YT 


motui  aeris  pariter  ac  aquæ  competere.  Quam  conjecturam 
experimenta  eo  usque  confirmant,  ut  velocitas’  aeris  per  tubum 
effluentis,  eadem  fere  ratione,  ac  aquæ,  a  lateribus  ad  axem 
crescat  20).  Restat  itaque  ut  disquiratur,  an  idem  suctionis 
valor  aëri,  atque  aquæ  competat.  Huic  fini  optandum  foret,  ut 
experimenta  D:ni  Hachette  nobis  usui  esse  possent,  verum 
tarnen,  quum  ipse  quantitatem  aeris  effluentis  non  edidit,  ne- 
cesse  est,  ut  eam  calculo  subducam,  quod  tamen  anxiæ  huic 
determinationi  minime  favet  1).  De  experimentis  a  D:no  C le¬ 
nient  institutis  nihil  aliud  cognitum  habeo,  quam  quod  ab  ea 
eorum  expositione,  quam  D:ni  Biot,  Poisson  et  Na  vier 
ediderunt,  percepi,  quæ  tamen  data,  calculo  sufficientia,  non 
continet.  Diflerentia  inter  fluida  sic  dicta  compressibilia  ct  in~ 
compressibilia  ibi  facta  superstructa  videtur  experimento,  ex 
quo  repertum  fuerit,  latera  tubuli  effluxus  vehementer  (forte¬ 
ment)  foras  premi,  aere  ex  emissario  effluente,  in  qno  pressio 
erat  =  5  atmosphaeris.  Perdifficile  mihi  est  hoc  experimentum 
aliis  permultis,  in  eundem  finem  institutis,  comparare,  quum 
specialiora  non  communicata  sunt;  sed,  quoad  hæc  comparatio 


20)  E.  H.  P.  I.  §  24.  Conf.  Venturi  Prop:  XII. 

1)  Annales  de  Chemie  et  de  Phys.  Mai  1827  pag.  D.num  Ha¬ 
chette  quantitatem  aeris  effluentis  demensum  fuisse,  nullo  mo¬ 
do  dubitari  potest,  quum  mensio  pressionis  fuerit  finis  experi¬ 
menti;  pressio  vero  ex  velocitate  pendeat, 


7 


5o 


fiat,  theoria  mihi  sufficere  videtur  ad  explicandum,  quomodo 
fieri  possit,  ut  hæc  aberratio  non  nisi  speciosa  sit.  Suctionis 
effectu  in  theoria  Bernoulliana  2)  recepto,  fit  pressio  ex  illa 
(vid.  §  1), 


i 


)  i 


(  1  •+■ 


a 


n 


Fieri  omnino  potest,  ut,  velocitate  ingenti,  resistentia  aeris  exte¬ 
rioris  in  aerem  effluentem  sensibilis  fiat;  nam  aèri  quoque  tempore 
quodam  necessario  opus  est  ad  densitatem  atmosphæræadsumendam. 
Ponatur  hæc  resistentia  deberi  altitudini  pressionis  responde¬ 
bit  necessario  velocitas  generata  altitudini  a  —  si  nulla  esset 
venae  contractio.  In  experimento  autem  allato  ve'ocitas  ex  eo 
etiam  imminuta  est,  quod  cylindricus  tubus  effluxus,  quamvis 
aere  semper  impletus,  tamen  non  amplius  quam  ejus  quan¬ 
titatis  aeris  effundebat,  quæ  sine  contractione  effluere  debebat. 
Erat  itaque  b  zu  ||  (a — >$>),  qui  valor,  in  expressione  pressio¬ 
nis  substitutus,  eam  mutat  in 


2)  De  hac  theoria  dicitur:  ”Les  experiences  ont  démontrée  l'accord 
des  effets  naturels  avec  cette  regle  — ”5.  et  de  experimentis  a 
Bonati,  Stralico,  Delange  et  Venturi  institutis  ”Ces  diver¬ 
ses  recherches  ont  toujours  donné  des  résultats  couronnes  à  la 
theorie.”  Ego  autem  nullo  modo  intelligere  possum,  quomodo 
theoria  Bernoulliana  (ex  qua  pressio  in  tubulo  effluxus  est  —  o, 
quando  velocitas  altitudini  pressionis  respondeat)  experimentis 
D:ni  Venturi  congruat  (ex.  gr.  prop.  IIL  Exp.  VI) 


TT 
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idtUi 


y  ,  ,  ,  7  v  y  7  y  „ 
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Si  vero  pars  ilia  positiva  negativam  multum  excedit,  erit 
pressio  in  latus  tubuli  effluxus  valde  magna  5).  Nequit  itaque 
hocce  experimentum  sine  prævia  accuratiori  determinatione  cla¬ 
ris  enuntiatis,  ab  aliis  Auctoribus  factis,  opponi. 


§.  i  o. 

Jam  ad  unicum,  quod  huic  fini  aptum  in  promtu  est,  ex-* 
perimentum  calculo  subjiciendum  transgrediar.  Exhibeat  fig.  i4 
tubuli  sectionem  per  axem  ,  et  sit  distantia  A  P  introrsus  a  la¬ 
tere  tubuli  X ,  suctio  in  puncto  Pzzu,  radius  tubuli  =  r. 

Interpolando  eruitur,  «  =r  ijt,  4  lin. ,  quando  x=s2jo  lin.  Ob¬ 
servando  in  latere  ipso  ejusque  vicinia  obtinentur  omnino  con¬ 
stantes  differentiæ,  unde 


+ 


WS 


2p,S 

(VJ)2’ 


Velocitate  in  puncto  P  posita  =  vi 


i  V* 

erit  suctio  =  —  —  , 
>'  4g 


designante 


i 

y 


valorem  suctionis  pro  aere. 


Hinc 


5)  Optandum  esset  ut  vaporis,  qui  effluxit,  volumen  atque  tempera- 
turæ  mutatio  designata  fuissent,  quo  quantitas  g  determinari 
potuisset. 


- - 
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si  B  fuerit  factor,  cujus  ope  altitudo  suctionis  in  aqua  ad  co¬ 
lumnam  peris  ejusdem  ponderis  mutatur.  Ut  B  determinetur, 
adsumatur  pondus  unius  decimetri  cub.  aeris  atmosph.  esse  r=» 
1297,86  miligram.  =o,oo3o545.  mare,  succ.  4)  thermometro  in¬ 
dicante  o°,  barometro  ow,  76,  et  hygrometro  statum  medium  ob¬ 
tinente.  Erit  itaque,  ceteris  paribns,  pondus  illius,  ad  tempe- 
2y44$tfo 

raturam  0 ,  =  — —A  mare,  syecan. ,  atque  ad  ilium  statum  ba- 
‘  S0J+J.Q  9  1 

rometri  atque  temperaturam,  quæ  experimento  citato  compete¬ 
bat,  =0,002 8 5 70*  Est  autem  secundum  Svanberg  pondus  u- 
nius  decimetri  cub.  aquae  =»  2,35o5'9&  mare.  svec.  ad  -f-  1 6°67  3 
a  qua  temperatura  reducere  haud  necessarium  duxerim.  Hinc 
itaque  B=825  et 


/ — i  y  z*>9  ,  (bu)2 


119  >8X1  >15 

z9)* 


x  —  xa}. 


Hæc  velocitas  competit  peripheries  271  (r — x)  *  quantitas  ve¬ 
ro  aeris  effluentis  est 

—-J* 2  7t  (r  —  x )  v  d  x 

(integrali  ab  xz=zr ,  usque  ad  xzo  sumto  )  h.  e. 

~~Af  ~  SX ^  dX  ^ °  ’ 


b  x 


4)  Uria  marca  sueeana  ~  425oio.4  miMigrana* 


? 
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Comperiebantur  yero  etiam  8,0197  ped.  cub,  aeris  tempore 
3  1,25.  min.  see,  effluere,  quæ  quantitas  aeris  in  lin.  cub.  mu¬ 
tata  subministrat  œquationem 


Ope  hujus  aequationis  A  determinari  omnino  potest ,  unde 


postea  eruitur  —  =  o,£72,  qui  valor  haud  mullum  ab  - 
v  n 


discrepat.  Irregularitatem  quandam  continere  videtur  exp.  N:o 
l4,  quippe  quod  suctionem  11  linear,  tantum  in  latere  tubuli, 
ad  distantiam  vero  1,1 5  lin.  isthme  suctionem  101  linear,  indicat, 
Æquatio  interpolationis,  cujus  ope  u  functio  Et  ipsius  x ,  mino¬ 
res  omnino  valores  ,  quam  experimenta  N:is  17  et  18 ,  submi¬ 
nistrat,  quod  indicio  quidem  est,  hanc  aequationem  plures  con¬ 
tinere  debere  terminos  ;  unde  tamen  computatio  multo  implica¬ 
tior  foret.  Jure  itaque  idem  suefcionis  valor  pro  acre*  ac-  pro 
jtqua,  assumi  potest. 
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§.  11. 

Jam  dictum  est  (§.  9),  valorem  ipsius  v  ex  experimentis 
D:ni  Hachette  non  posse  determinari,  quippe  quæ  elementa 
calculo  necessaria  non  contineant.  Si  vero  ponatur,  aerem  ef¬ 
fluentem  fuisse,  quando  exiret,  ejusdem,  ac  aer  exterior, 
densitatis,  elementum  ipsum  desideratum  ex  calculo  hauriri  om¬ 
nino  potest.  Quæ  suppositio  quum  omni  gaudeat  veri  simili¬ 
tudine,  abs  re  forsan  non  erit,  calculum  ad  hæc  quoque  expe¬ 
rimenta  adplicare,  quo  nihil ,  ad  veritatem  eorum,  quæ  de  suctio- 
ne  dicta  sunt,  probandam  idoneum,  inexpertum  relinquatur. 

Aër  per  tubulum  cylindricum  effluere  ponatur,  cujus  sectio¬ 
nem  per  axem  repraesentet  d  C  d'  (fig,  i5).  In  directionem  aeris 
effluentis  C  O  verticaliter  positum  sit  planum  circuli  A  A\ 
Applicato  annulo  concentrico  57  d  d'  Tt ,  qui  plano  circuli  ipsius 
A  A'  parallelus  a'tque  ejusdem  diametri  est,  aër  in  annulis,  se 
magis  magisque  dilatantibus,  se  ad  peripheriam  A  A'  effundere 
cogitur.  Sit  constans  distantia  M  P  inter  planum  resistentiae 
A  A'  et  angulum  concentricum  #  57'  ==  a ,  O  M  =  ij ,  veloci¬ 
tas  aëris  in  M  P  =  v,  P  altitudini  aëris,  aequabilis  densi¬ 
tatis,  quæ  ejusdem  ac  altitudo  mercurii  in  barometro,  quando 
experimentum  fit,  ponderis  est;  p  :=  aëris  continuae  densitatis 
altitudini,  quæ  densitatem  aëris  in  MP  æquiponderat;  m  zz:  pon¬ 
deri  unius  metri  cub,  (gallic,  metre  cube)  aëris,  thermometro 
scilicet,  barometro  hygrometroque  illum  statum  indicantibus,  ad 
quem  experimentum  factum  est;  tunc  designabit  omnino 

—  m  X  2  7t  u  a  dn 


I 
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pondus  ,.  quod  aëris  motum  accélérât  atque  adeo  elemento  tem¬ 
poris  dt  efficit  quantitatem  motum 

—  2 gdt  X  m  %7t  y  a  dp» 

Est  vero  P:  p  sxs  m  ad  pondus  unius  metri  cub.  aëris  in 
ordinata  P  M;  de  cetero  oritur  elemento  temporis  velocitas  du 

P 

in  massa  i  7t  y  a  d  y  X  —  my  unde 

dp  dv 

—  2  g  P  —  =  +  dy»  —  ~  -*r  v  d  v .  5) 

p  dt 

superiori  scilicet  signo  adhibito,  si  velocitas  crescit,  inferiori 
si  decrescit.  Si  A  A '  non  esset  >-  D  D'  et  angulus  concentri¬ 
cus  7t  dd'  abesset,  decresceret  omnino  velocitas.  Nulla  autem 
mutatio  ex  planis  A  A'  et  n  tt' y  quæ  orbem  totum  apertum 
relinquunt,  oriri  mihi  videtur.  Si  itaquæ  per  p  designetur  va¬ 
lor  ipsius  p  ,  per  v  autem  ipsius  v  in  puncto  D ,  erit 


dp 

2  g  P.  —  =3  v  d  v . 
P 


'a  —  V1 


log.  hyp.  J  =  -  ig  p 


.  V . 


Per  ordinatam  M  P  transfluunt  omnino  tempore  unius  mi¬ 
nuti  see.  2  7t  y  a  v  rnetr.  cub.  aeris.  Constante  itaque  tempe¬ 
ratura  in  apertura  follis  atque  aëris  exterioris,  erit  pondus 


5)  Eadem  æquatio,  quam  Na  vier  obtinuit  (vich  Annales  de  Che¬ 
mie  et  de  Physique  1827.  Avril  pag.  4o5),  x  scilicet  pro  y,  et  h 
pro  2 gP  positis. 


>A-yy.SL 
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unius  metr.  cub.  aëris  =  — .  6)  Si  jam  par  M  designetur  pon¬ 
dus  acris  uno  min.  sec.  effluentis,  fiet 


p  M  p.v.v 

HI  =  <2  7ï  y  a  V  ,  - =  — —  s=s  R.  v  . 

P  2  71  0  Hl  P 

p.y.V  rsa  P.  R.  v"  =  p.  r.  v' , 


VL 


Si  scilicet  v'  =  valori  ipsius  v  in  exitu  A,  radius  A  O  z=  R} 
O  D  =  r 

Ex  æquationibus  Y.  et  VI.  obtinetur 


y .  v  v  z  —  v  2 


log.  hyp.  7  = 

r.v  4gP 


......  VII. 


Pressio  intus  follem  ad  sufficientem  velocitatem  in  orificio 
da  efficiendam  primum  adhibita  est,  quae  velocitas  nullum  om¬ 
nino  effectum  in  motum  acris  secundum  planum  resistentiæ  ex¬ 
serit.  Denominationi  assumtae  convenienter,  effluet  qvantitas 
aeris  2  7r  r  a  v'  per  aperturam  d  d ,  cujus  area  =  it  r2.  Quum 
nullo  modo,  nisi  peculiaribus  experimentis,  determinari  possit, 
an  vena  aeris  effluens  aliquo  modo  contrahatur,  quæ  contractio 
de  cetero  perexigua  fore  videtur,  si  tubulus  C  non  brevis  sit, 
quia  tum  particulae  aereae  inter  se  parallelae  moventur;  nullam 
fere  contractionem  locum  habere,  assumere  placet.  Tunc  in 


6)  Exoptandum  omnino  foret,  ut  Dams  Hachette  observationes 
suas  de  temperatura,  statu  barometri  et  copia  aeris  effluente  im¬ 
pertiisset,  quas  equidem  diligenter,  at  frustra  investigavi. 


2  a 

apertura  d  d>  opus  est  velocitate  —  .  v  ,  quæ  altitudini  de- 

r 

betur 

2  o  a  t/2 
~  ' 

Si  tune  P  à  exprimat  densitatem  aëris  intus  follem,  fieret 
omnino  residua,  quæ  in  directionibus  O  A  et  O  A'  effectum 

2  a  z  v*  ^ 

exserit,  actualis  pressionis  altitudo  =  $ .  P  — •  ( — )  .  — ,  nisi 

r  4g 

ex  motu  aëris  effluentis  diminutio  qnædam  altitudinis  pressionis 
in  d}  a  oriretur.  Hunc  terminum  subtractiyum  in  D  ess e  =  o, 

i  ,z  O  v>% 

et  in  d  et  à  =  —  .  ( — }  .  — ,  æque  patet.  Secundum  quam 

v  r  4g 

legem  ab  D  ad  cf  variat,  latet.  A  vero  tamen  haud  mul¬ 
tum  abhorrebit  forsan,  si  exiguum  illum  terminum  ponamus 


i  z  a 


V  2 


-( — )  .  —  ,  unde 
2  y  r  4g 

/  a  ?  2  Q  2  V* 

p’  =  Pi  —  (<+—  (— )  .  — ; 

2  y  r  4g 

p  in  sensu  jam  adhibito  sumto.  Hinc  ulterius 


v 


4g 


=  (pi  -  p) 


i  ,  r  2 

(  )  3 

i  2  a 


v 


'3 


i  4-  — 

2  V 

Rv 


vel  ex  Aeqv,  VI,  — -  =  (d - 

4gP  rv 


r . 4 


i  2d 
i  -f - 

2V 


( — )  .  Ex  æqv. 


VII.  autem  est 


8. 
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t  h  Rv"  -  v 

Log.  hyp.  - — r  = 

rv 


v 


4gP  ^  1  v'x  ^ 


Rv"  i  2«  2 

Ponendo  itaque  — r==^jOt  f  i  -f- — )  ( — )  .  =  b,  obtinebimus 

rv  zv  r 


VIII. 


r  — 

(  b.  X  log.  hyp.  X  s-  $  —  X  —  J—  X1 


R 


.  X 


v2  J — X  v'z r2  $  —X 

4gP  b  *  2g  Z^’Rz'  b 


.  X2. 


L  t  ex  hisce  æquationibus  determinentur  v  et  v"  sit  x  n=  a 


T  n  Y  **  f  '  ^ 

*+-  Å)  et  «  =  o  —  a  —  0.  — —  -f-  —  oc3  —  b  log.  hyp. 

R2  R2  b 

x  j  tunc  probe  cognitum  est  esse 


u 


du  h  d2u  h 2 

T~  •  —  4-  —  . - K  etc.  =  o, 

da  i  da2,  kz 


Tel  ob  exiguitatem  ipsius  h 


du 

u  -J - .  h  =  o,  atque  h  = 

da 


u 


du 

da 


h  e. 


y2 

l  —  «  —  J.  —  .  a2 

R2 


^  Log  hyp.  a 


,  r2,  r2,  b 

i  4-  2  d.  —  a  —  j.  a2  H - 

i?* 


i?2 


o» 


Ex  notatione  D:ni  Hachette  (1.  c.  pag.  4 7)  erat  altitudo 
colunniæ  aqueæ,  quæ  aeris  pressioni  in  folle  respondebat. 


5g 

s  o*,  08.  Si  assumatur,  barometrum  indicasse  o«,  76  atque 
thermometrum  ss  •+•  200  centigr. ,  fiet  =  1,00774,  omissà 
correctione  in  gravitate  mercurii  specifica  ob  variationem  tem¬ 
peraturae  ab  o°  ad  200  facienda.  Ulterius  proditur  r  =  om,  011, 
et  R  zzz  0®,  o5o.  Adhibendo  suctionis  valorem  ex  expe- 

V 

ri mentis  cum  aere  effluente  institutis  nactum  (vid.  §.  10),  eru¬ 
entur  omnino  ex  æquat.  XII  etiam  valores  ipsorum  x ,  v ,  v'. 


;§• ia- 

Hisce  praestructis,  potest  omnino  pressio  in  partem  adver¬ 
sam  AA'  plani  resistentiae  determinari.  In  puncto  M  haec  pres¬ 
sio  est 

„  /  vz  p 

=  p  —  (  H — )  —  - 

V  4g  P 

in  metr.  cub.  abris  atmosphærici  aestimata,  unde  summa  omnis 

pressionis  ab  D  ad  A  erit 

/t  vz  p.  . 

(p— oh-  -)•  —  -5)  m  y  *  y 

»  4g  P 

integrali  ab  y  =  r  usque  ad  y  =  R  sumto.  Est  vero 
2  ti  J  pydy  Trpz/2,  ■—  5T  J*  yzdp 
=  Ttpy^—nJ' r 


,z  p,vdv 


ZgP 

7T  lipV  r*  „ 

=  npy*  —  — .  -j-J  ydv,  atque 


,  * ,  *  1  r  y  sr  ypv  r  ,  f  w  y/w  ^  , 

-(H — )  — .  —  [v3pi}dirz z - . ; — [vdy — — .  — . Pvdq 

K  y  2g  PJ  llJ  y  2%  pj  *  V  2g  vj  J 


Hisce  substitutis  evadit  integrale  allatum 

I  7[ 

Zg 


7tp\P - -  Rv"  .yv - .  —  Rv\  P  vdy, 

2 g  y  2g  J 


f/  V  V 1 - V2,  i  v2-v* 

Ex  œqu.  VII  autem  est  — .  —  =  f  H - - — 1 - ( - -—,52d-&e, 

r  v  4gP  *2  4gP 


Quum  autem 


V  2 - V' 


v 


j  quæ  fractio  ipsa  in  hisce  experi- 


4gP  4gP 

mentis  numquam  0,007^5  excedat,  videntur  quidem  quadratum 
ceteræque  hujus  termini  dignitates  majores  omitti  posse,  unde 


y_  V  _  vz  V 3 

r  '  v 


4gP  4gP 


Vz  r3 


f  v  *  r  v  3 

v  =  V  (14 - -r)  [ - -(  1  -f  -+-  SiC.  1  j 

4gp  y  4gP  4gP’J 

cujus  seriei  magna  conyergentia  luculentissime  patet,  quum  nec 


V  umquam  sit  <j  rf  nec  — —  j>  0,0077 5.  Hinc  obtinetur 

4gP  ^ 

y>  t  ,  ,  v 2  v*  v'3  r 2 

.au  =*"('  +  — p)  [  log.  hyp,  y  H - -( -f  —  &c.  ]  . 

4g 1  4  g  P  4g  P  2y2 


Pressio  in  annuîum  concentrium  ADD'  Ä  fit  ifaque 

77  -  •  1 
— -  —Rv  .  f/c— «  ~ 

*g  *  2 g  '  ’  4gP 


V  PU 


Rv\  v'r  (1-4 - --)  [log.  hyp.  y 


v  2  v'z  rz 

-  (.q - ) — 

4g  P  4g  P  21J'- 


SCC.  J  “j-  C  y 


6i 


vel,  (quoniam  evanescit  integrale,  posito  f/=r  et  p  =  con> 
pletum  autem  fit  quum  y  =  R  et  p  =  P ,  ) 


7T 


zz,7r(PRz—‘P'r*)  —  —  Rv"(Rv" — rv') 


—  Ä»Vr(i+-^-=)  [%.%>.  7 

»  2g  r 


t/'2  r*  r 


0+  — 

42 P  2  Rz  r 2 


4gP  4gP 


Pressio  in  areolam  DOD'  est  cn  P  in  0}  decrescit  autem 


versus  D.  Lege  autem  hujus  imminutionis  ignotâ,  supponatur 
pressio  A  in  puncto  quodam  interjacente ,  cujus  distantia  ab  O 
sit  =  Z,  hacce  analogia  determinari  :  (PJ1  —  p)  :  r  :  :  P$  — * 
A  :  z  5  atque  adeo  tota  pressio 

=  7f  r2  p  -}-  y  7t  r2  (P<^  —  p'). 

Pressio  in  totum  resistentiae  planum  AÅ  in  metr.  cub.  ae¬ 
ris  atrnospliærici  æsthnata,  evadit  itaque 

7T  „  9?  rt/  . 

=  x  R‘P  +•  j(P<S  — 1  ('—57-) 

7T  v'2,  ri/  t/2  P  v2  v'2  2r2  r 2 — -  P2 

~ )V°ê' JW,'ï:~h4gp(,~i~ïgP)  ÄV* 

Tota  autem  pressio  in  partem  exteriorem  est  =  71  R2P. 
Si  illa  hac  subtrahatur,  supererit  valor  suctionis,  quam  planum 
intus  versus  fluxum  aëris  patitur 

)  (J°R- 


R  i 

%•  r  - 


V 


V 


n 


srjP>2^~  U?)  5 


r  2  4gP^  4gP‘K  P* 


Z=.7sRz. 


V 


2g  V 


i  rv'  t/1 


6  2 


+  ' 


rv  2  r2  v  *  r  a 


iSV  3 

in  metris  cubicis  expressus;  vel  ,  si  ejusmodi  pondere  ,  quod  ex- 
perimenta  exhibent,  h.  e.  grammis  definitur, 


i2pp  v"%  r  i  rv'  v '7  R  i  v,%  v'z 

~7^TS7!Ri'  ~îg  >1Î7’  ^+4gP Og'%-  7 — 1' 4gP'l+ TgP 


.)*• 


(' 


r2  ri/  2  r  v\  '  ,  7) 

l)  )  «+*—  "5^  T^~r7^  ‘^17  r 2  ^ 


R2"-r'—  Rv"  3  Rv"  '  ”  2v  r 

Sequens  tabula  collationem  exhibet  inter  theoriam  eaque 
D:ni  Hachette  experimenta  ,  quæ  phaenomenon  suctionis  propius 
spectant. 


Numerus 

experimenti 

Planorum 
distantia  (a) 

Sucti  0  intus 
in  grammis 

Theoria 

fluxum  aëris 
expressa  ex 

experimentis 

1 

1  millimetre 

H-  7^8 

55 

2 

3  » 

+  52,1 

45 

5 

6  „ 

+  22,3 

51 

4 

IO  „ 

—  o,5 

0 

7.  Exhibet  Dnus  Biot  pondus  unius  decim.  cub.  ad  om  76  et  o°  gram¬ 
mis  definitum  —  0,001299075,  unde  pondus  metri  cub.  eril  ad 
eundem  et  barometri  et  thermometri  statum  =  1299,075  atque  a- 

1299 


deo  ad  200  (temperaturam  experimento  suppositam)  r= 
 * 1 -99 


1,075 


1  -f  0.00375.20 
Altitudine  barometri  polita  ==  o«  7  6,  erit  P 


o,76xi5568  ç 
- - -  1}/  o. 


i,0 


Theoriam  hocce  phænomenon  non  perfecte  determinare,  hæe 
comparatio  innuere  videtur.  Id  tamen  bene  reputandum  est, 
primum  quod  ipsam  aeris  quantitatem  ope  theoriae  calculo  sub¬ 
duxerimus  et  temperaturam  barométrique  altitudinem  pro  arbi¬ 
trio  assumserimus  j  deinde  quod  hocce  phænomenon  ,  utpote  ex 
effluxu  ,  impetu  et  suctione  pariter  ortum,  non  illa  gaudeat  sim¬ 
plicitate,  sine  qua  theoria  rite  probari  nequit.  Hæc  tamen  a 
proposito  digressio  facta  est,  vel  ut  phænomenon  suctionis  the- 
oretico  respectu  rite  esse  comprehensum  probaretur,  vel  ut  o- 
stenderetur  idem  in  fluida  quoque  sic  dicta  compressibilia  va¬ 
lere.  Quum  itaque  phænomenon  suctionis  ex  motu  cum  aquæ 
tum  aeris  oriatur  et  valor  illius  absolutus  pro  duobus  hisce  flui¬ 
dis  valde  inaequalibus  aequalis  fere  sit 5  inde  colligi  posse  mihi 
videtur:  phænomenon  suctionis  esse  commune  atque  ex  omnium  omnino 
fluidorum  motu  oriundum.  Vim  hujus  enuntiati  in  theoriam  legum 
motus  generalem,  quoad  fluida  respiciant,  silentio  praetermittens 
jam  ad  praecipuam  huic  tractatui  propositam  materiem  pertra¬ 
ctandam  transgressurus  sum. 


* 
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^  »fv  V  '  .  * 

SECTIO  SECUNDA. 

DE  MOTU  AQUARUM  ANTE  PLANUM 

SUBSISTENS. 

§•  »3- 

ïî.epræsentet  A  O  A’  (fig.  16)  sectionem  horizontalem  plani 
verticalis,  fluenti  aquae  infinitae  amplitudinis  ad  perpendiculum 
oppositi.  Ponatur  hocce  planum  ab  fundo  usque  supra  super¬ 
ficiem  aquae  assurgere,  ita  ut  omnes  aquae  particulae,  quarum 
directioni  planum  obversum  est,  ad  latera  ipsius  transire  cogan¬ 
tur.  Figura  illum  motus  permanentiæ  statum  exhibet,  in  quo 
omnes  guttulae,  mediam  lineam  C  O  oonstituentes,  hunc  cursum 
ad  planum  usque  tënere  cogantur  1).  Linea  a  a  in  eodem 
plano  horizontali  ac  A  O  A'  sita,  repraesentet  seriem  quandam 
guttularum.  Motum  in  planis  horizontalibus  fieri  assumo,  quo 
guttularum  0,  o\  0 ",  0"  etc.  orbitae  in  uno  eodemque  plano 
horizontali  a  a  A  A'  sint.  Hæ  guttulæ  transfluant  itaque  ne- 
cesse  est  prope  A,  ad  majorem  minoremye  inde  distantiam. 


1)  Conf.  L.  Euler  1,  c.  pag.  2o4. 
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Repraesentent  quoque  curyæ  on,  oV,  o"ri'  etc.  earum  orbitas; 
Motus  harum  guttularum  ex  velocitate  fluminis;  quæ  c  vocetui* 
ipsarumque  vi  cohæsionis  pendet.  Guttula  a ,  cujus  directio  ulti¬ 
mum  lineæ  resistentiae  Ä  A  punctum  A  occurrit,  indefinitam 
aquae  quantitatem  ex  altera  parte  tangit;  ex  altera  vero  rivulum 

i 

aqueum,  qui  plano  decedere  cogatur.  Quamdiu  distantia  C  O 
tanta  sit,  ut  guttulæ  aqueæ  in  linea  a  a  sitae  non  majorem 
compacturam  plani  causa  patiantur,  quam  ipsarum  inter  se  vis 
cohæsionis  sit,  pergent  omnino  guttulæ  parallele  inter  se  moveri. 
Haec  distantia  ut  primum  superata  sit,  evadet  differentia  inter 
densitatem  guttularum  C,  5,  o'",  o"  etc,  et  ceterarum  omnium 
in  ipso  flumine  ad  idem  planum  horizontale  pertinentium,  suf¬ 
ficiens  ad  guttulas  eâ  vi  laterali  sejungendas,  quæ  ad  directio— 
nem  fluminis  normaliter  agit.  Guttula  libera  x ,  quæ  guttulam  a 
tangit  et  in  eodem  plano  sita  est,  novam  velocitatem,  ad  suam 
ipsius  directionem  perpendicularem,  ab  hac  pressione  laterali  re¬ 
cipit.  Nihilo  tamen  minus  hæc  guttula  eadem  velocitate  c  in 
directione  fluminis  moveri  pergeret,  nisi  planum  resistentia  sua 
velocitatem  guttulæ  a  minueret,  quæ  retardatio  ad  guttulam  x 
quoque  se  ideo  diffundit,  quod  vis  cohærontîæ  ad  motum  harum 
guttularum  jungendum  sufficit,  idque  eo  magis  cum  contactus 
guttularum  inter  se  maneat,  quamquam  centra  eorum  non  in  ea-; 
dem,  ac  antea,  linea  motus  directioni  ad  normam  insistente 
»ita  »unt.  Hæc  tamen  situs  guttularum  mutatio  non  longe  latus 
versum  se  tendere  potest,  quia  aqua  vi  sua  cohæsionis  certum 
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compacturæ  gradum  admittere  potest,  nullo  exinde  oriente  motu. 
Hanc  guttularum  aquæ  inter  se  cohaerentiam  a  vocatam  volo, 
et  per  eam  illud  intelligo  pondus,  quo  in  unitate  superficiei  ad 
unam  aquæ  columnam  ab  altera  sejungendam  opus  est,  pondere 
a  scilicet  vim  suam  in  superficiem  contactus  normaliter  exserente. 

§.  i4. 

Distantia  C  O  inter  planum  atque  punctum,  ubi  guttulae 
deviare  incipiant,  ex  lege,  secundum  quam  crescat  densitas  ante 
planum,  et  valore  cohæsionis  aquæ,  nec  non  velocitate  fluminis 
pendet.  Hunc  tamen  nexum  neque  theoria,  neque  experimentis 
ullus  adhuc  rite  determinavit.  Quum  vero  experimenta  mani¬ 
festant,  valorem  cohæsionis  decrescere,  crescente  temperatura ,  2) 
sequitur  profecto ,  compacturam  quoque  exinde  mutari.  Quum 
diversa  eaque  omnino  permulta  de  resistentia  fluidorum  experi¬ 
menta  diversis  omnino  sub  temperaturis  instituta  sint,  me  de 
exiguo  temperaturae  in  cohæsionem  aquæ  effectum  certiorem  fa— 


2)  Fluiditalem  aquæ  cum  temperatura  crescere,  ex  experimentis 
D:ni  Gerssner  manifesto  sequitur,  quum  eadem  aquæ  quanti¬ 
tas  ex  eodem  vase  effluebat  tempore  35'  34"  ad  -f-  5o°  R. ,  in 
60'  58"  ad  -1-  io°  R.  et  in  7 5'  19"  ad  4°  R.  Gillb.  Annal.  V.  160. 
Experimenta  Achardii  etiam  ostendunt  cohæsionem  aquæ  mi¬ 
nui  temperatura  crescente;  adeo  ut,  pro  -J-  io°  (scalæ  Sulze- 
rianæ),  planum  vitri  circulare,  cujus  diameter  fuit  unius  polii- 


cere  volui,  ut  in  iis,  quæ  ex  experimentis  concluderentur,  hac 
ex  parte  nihil  dubii  oriretur.  Ad  hunc  finem  tubulo  vitreo  usus 
sum,  qui,  verticaliter  aquæ  ad  contactum  usque  admotus , ^dein¬ 
de  lente  sursum  ferebatur.  Quum  columna  aquæ,  tubulum  ali¬ 
quantulum  secuta,  rumpebatur,  pars  quædam  tubulo  adhaerebat. 
Diametrum  hujus  tubuli  exteriorem  ope  fili  seriei  longitudine 
i53|-  linear,  metiebar,  quod  quadragies  circum  tubulum  arcte 
circumpositum  latitudinem  4,25  linear,  occupavit.  Erat  itaque 
hicce  diameter  =  1,208  lin.  dec.  Diameter  vero  interior  ope 
cunei  ex  lamella  platinea  facti  determinatus  est,  cujus  basis 
erat  =5  o,24o  lin.  et  altitudo  s=  i4,7Ô  lin.  Hic  tubulo  b,4o 
lin.  inferebatur,  unde  diameter  interior  erat  =  0,1067  lin. ,  cras- 
sitie  laminae  negligenda.  Cum  tubulus  demergeretur,  extremum 
illius  superius  obturatum  est.  Hoc  post  allevationem  patefacto,’ 
ea,  quæ  tubulo  adhaerebat,  aqua  sursum  hunc  sugebatur.  At¬ 
tractio  capillaris  ad  aquam,  post  plures  immersiones  annexam, 
sursum  sugendam  valebat. 


cis  cum  semisse,  adhæreret  pondere  granorum  97 1;  pro  -f- 
autem  pondere  granorum  81  Cfr.  Nouv.  Mem.  de  l’Acad.  Roy. 
1776,  Berlin  1779.  p.  i5g. 
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Thermome- 

1 

2 

5 

ter  Celsii 

Immersion 

es  efficiebant 

altitudines 

in  lin.  definitas 

6° 

7)3 

i5,i 

20,7 

6)7 

i4,i 

20,9 

7  >3 

i4,6 

22,1  1 

7>6 

i4,8 

22,1 

8,1 

i5,6 

22,7 

7)1 

i4,9 

20,6 

6,8 

i3,i 

21,1 

7>2 

i4,i 

20,1  i 

55° 

6,7 

i3,6 

20,7 

6o° 

6,4 

12,4  i 

18,6 

7>i 

i3,o 

>9)3 

Hoc  phænomeno  ex  cohæsione  aquæ  proprie ,  quamquam  im¬ 
plicato  omni  modo,  pendente,  sequitur  quidem  valorem  ipsius 
a  pro  superioribus  temperaturae  gradibus  minui,  quod  aliis 
quoque  permultis  viis  manifestatum  est.  Quo  vero  cumque 
modo  cohæsio  ad  quantitatem  aquæ,  post  singulas  immersiones 
tubulo  affixam,  determinandam  valeat,  jure  tamen  hinc  effici 
posse  videtur,  effectum  temperaturae  intra  limites  caloris  (20°), 
quibus  experimenta  de  fluidorum  resistentia  contineantur,  tam 
exiguum  esse,  ut  prossus  negligi  posset. 
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Àd  valorem  vero  cohaesionis  absolutum  quod  attinet,  dolen- 
dum  omnino  est  quod  theoria  phaenomenorum  capillarium  illum 
non  determinet  Quantitates  constantes,  quæ  in  hisce  theoriis 
occurrunt,  cohæsionis  quidem  expressiones  sunt;  modum  vero 
quo  in  illis  cohæsio  ingrediatur,  inexplicatum  relinquunt.  Ab 
illis  itaque  plane  ignari,  quinam  sit  valor  quantitatis  a ,  relin¬ 
quimur  5).  Iiinc  series  propria  experimentorum  a  Cei.  Cron- 
strand  me  que  instituta  est;  Et  licet  haec  disquisitio  nondum 
ad  sinem  perducta  sit,  hoc  tamen  in  antecessu  monere  juvat? 


3)  Observandum  est,  H  et  K  apud  La  Place  (Mechanique  celesté 
Tom.  IV  supplement  au  X:me  Livre  i  Section)  significare  inte- 
gratia  ipsorum  dz*  ï  (s)  et  zdz.  ( z ),  designante  tamen  functio¬ 
nem  ignotam;  apud  Ru  d  berg  vero  (Sv.  \  et.  Acad.  Handlingar.' 
1819.  Sectio  posterior)  quantitatem  ci  (vim  attractionis)  esse  8U-. 

perficiem  quandam.  (=  — ^ - -  ex  œquat.  10,  pondere  aquæ  zr  i, 

et  3  angulum  quendam  significante).  Quomodo  attractio  capil¬ 
laris  ex  ipsa  cobcesione  derivanda  sit,  nullo  modo  declaratum  est. 
Aliquid  itaque  in  theoria  ipsa  attractionis  capillaris  optandum 
adhuc  restat,  quippe  quæ  constantem  nullo  modo  determinat, 
unde  nexus ,  qui  hocce  pliænomenon  ceteraque  ex  cohæsione 
pendentia  intercedit,  neque  determinatus  evadit.  Experimentum 
nuper  allatum  huc  referri  nequit,  quum  attractio  capillaris  ibi 
vi  non  careret.  Infra  apparebit  qvantitatem  a  perexiguum  in 

summam  resistenti*  valere,  permagnam  e  contrario  ad  motum 

£ 

aquæ  ante  planum  resistens  determinandum  vim  exserere. 
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magnitudinem  scilicet  a  inventam  fuisse  =r  1,22  lineæ  decimalis 
Svecanæ,  temperatura  media  aquæ  existente  (+  i6°)  *).  Young 
quantitatem  a  censet  r=  poll,  ita  ut  superficies  unius  poll,  quadr. 
ferre  possit  T~  poll.  cub.  aquæ.  Fundamentum  vero,  quo  liocce 
enuntiatum  innititur,  non  prodit  (A  course  of  Lectures  on  Na¬ 
tur.  Phil.  London  1807  Vol.  I.  p.  622).  Taylor  dicit:  ”an 
inch  square  required  5o  grains  to  raise  it;  the  elevation  inch 
or  more,  (Phil.  Trans.  i72i  XXXI.  2oi):  Du  tour:  4  i,  1  gran, 
angl,  A  chard.  07.  confr.  Young  (II.  p.  652). 

§•  i5. 

Quod  de  motu  guttulae,  a  jam  dictum  est,  in  0,  o',  0"  etc. 
quoque  valet,  quarum  singulæ  orbitas  magis  inagisque  curvas 
describunt,  antequam  in  n,  n\  n"  etc.  in  flumen  liberum  rede¬ 
unt.  Singulis  harum  guttularum  a,  0,  </,  0"  etc.  ab  altera  li- 
ueæ  mediæ  C  O  parte  sua  respondet,  quæ  æqualibus  et  sym- 
metricis  viribus  subjecta  est,  h.  e.  quæ  eodem  modo,  eadem 
quantitate  motus  et  in  directionibus,  respectu  lineæ  mediæ  si¬ 
militer  sitis,  quamquam  in  diversas  partes  vergentibus,  agunt. 
In  duas  itaque  partes  ejusdem  plane  formæ  atque  magnitudinis 
omnem  aquam  ante  planum  motam  linea  media  C  O  dividet. 
Motu  unius  partis  considerato  atque  determinato,  problema  so- 

*  '  r 

lutum  evadit. 

Amplitudinem  fluminis  indefinitam  finxi,  quod  tamen  eo  tan¬ 
tum  usque  necesse  est,  quo  quantitas  aquæ,  quam  flumen  secum 


*)  Vet.  Acad.  HandI,  i85o. 
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ferat,  possit,  quamvis  planum  intervenerit,  sine  notanda  veloci¬ 
tatis  mediæ  (r)  mutatione  profluere  4). 

Effectus  plani  resistentiae  is  est,  ut  quantitas  aquæ 
x  X  A  X  c  =  2  H  rc 

[x  scilicet  =  profunditati  fluminis  et  r  =  dimidiae  plani  latitu¬ 
dini)  eundem  cursum  tenere  non  possit,  sed  aliam  viam  sibi  a- 
perire  cogatur.  Haec  ipsa  possibilitas  phaenomenon  fluiditatis 
continet.  Si  fluiditas  talis  esset,  qualem  per  absolutam  intellir 
gere  voluerunt,  nulla  ad  hocce  phaenomenon  efficiendum  vi 
opus  esset.  Quae  autem  aquae  indoles  si,  nulla  adhibita  vi,‘ 
prodire  posset,  foret  omnino  columna  aquea,  quam  in  directio- 


4)  Mutua  infer  plani  fluminisque  dimensiones  ratio,  ad  hunc  finem 
necessaria ,  ab  experimentis  sat  prope  determinata  est.  Conf. 
N.  E.  pag.  2 5  Exp.  IL  et  pag.  107.  Exp.  XXXVI,  nec  non  E. 
H.  P.  I.  pag.  29.  seqq.  et  pag.  287  seqq,  Quædam  ex  illis  expe¬ 
rimentis  in  fluido  prorsus  indefinito  facta  dici  non  possunt, 
quod,  amplitudine  superficierum  crescente,  resistentia  quoque 
cresceret  (N.  E.  pag.  i5i).  Quam  prope  latus  cisternae  naviculae 
moverentur,  auctor  non  tradidit.  Ingenium  theoriæ  Eulerianæ 
hac  ratione  manifestum  admirandum  omnino  est.  Quæ  si  cum 
experimentis  non  plane  congruat,  in  memoriam  revocanda  sunt, 
quæ  vir  doctrinae  laude  celeberrimus  ipse  dicit  (1.  c.  pag.  216): 
”Summa  difficultas,  qua  theoria  motus  fluidorum  etiam  nunc 
premitur,  multo  magis  perspicitur,  quo  propius  ad  eam  pertin¬ 
gere  videmur.” 
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ne  fluminis  progredi  planum  impedit,  a  motu  fluminis  nul’o 
modo  pendens,  sed  valor  resistentiæ  e  contrario  a  longitudine 
fluminis  directa  determinaretur  et  major  itaque  evadere  posset,' 
quam  quem  vires  humanæ  metiri  valerent.  Hinc  jam  patet  defi¬ 
nitum  quendam  resistentiæ  valorem  requiri,  si  omnes  phænome-i 
ni  resistentiæ  partes  rite  determinandae  sunt.  Ex  experimentis 
tamen  manifestatur,  cohæsionem  inter  aquæ  particulas  esse  per¬ 
exiguam.  Multo  autem  minor  sit  necesse  est  ea  vis,  quam 
duæ  se  invicem  tangentes  guttulae  inter  se  exserunt,  quum  una 
altera  aliquantulum  celerius  movetur  ;  tunc  enim  vis  cohæsionis 
agit  velocitate  infinite  parva,  utpote  quae  ex  differentia  tantum 
inter  velocitates  guttularum  sese  moventium  conficiatur.  Hoc 
modo  guttula  a  in  0  agit,  0  in  o  et  sic  in  ceteris.  Guttulae  e 
contrario  in  flumine  libero  prope  marginem  plani  A  motae,  com¬ 
petit  velocitas  r,  quum  guttula,  quæ  ibidem  ante  planum  est, 
secundum  illud,  ut  experimenta  manifestant,  atque  adeo  ad  di¬ 
rectionem  fluminis  perpendiculariter  moveatur.  Heic  effectus 
fluiditatis  fmitæ  omnino  mensurae  necesse  erit.  Status  itaque 
guttularum  plano  proximarum  earumque,  quæ  in  linea  ad  sitae 

'  .  »*■  •  *  *  1 

sunt,  plane  diversus  est:  non  tantum  ob  caussam  nuper  memo¬ 
ratam,  sed  etiam  ideo  quod  densitatis  guttularum  liberi  flumi¬ 
nis  earumque,  quæ  ob  resistentiam  plani  omnem  in  directione 

fluminis  quantitatem  motus  amiserint,  permagna  sit  differentia, 
Hinc  videre  licet,  orbitas  guttularum  0,  o\  0"  etc.  ab  mutua 
earum  in  se  invicem  vi  non  proprie  determinari,  quæ  quidem 
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vires  Secundi  tantummodo  ordinis  sunt  6);  sed  multo  magis  ab 
compacturâ  guttularum  in  linea  C  O  atque  fluiditatis  vi  ad  mar¬ 
gines  plani ,  quæ  quidem  vires  primi  ordinis  sunt. 

,  i 

§.  16. 

Linea  gultularum  media  C  O  (%.  lG)  pressionem  vel  com¬ 
pacturam  ab  C  ad  O  crescentem  patitur;  ita  ut  cujuslibet  gut¬ 
tulae,  in  hac  linea  sitæ,  densitas  pressioni  non  tantum  hydro- 
staticæ  (vel  ab  aere  tantum  ,  si  guttula  in  summa  aqua  est,  vel 
ab  aere  et  aqua  junctim,  si  sub  superficie  est),  sed  etiam  hy« 
draulicæ  (a  resistentia  plani  appositi  oriundæ) ,  respondeat. 
Quum  omnium  omnino  guttularum  in  eodem  horizontali  flumi¬ 
nis  strato  jacentium  eadem  sit  pressio  hydrostatica ,  hydraulica 
tantummodo  consideranda  est  pressio ,  quæ  sola  ad  superficiem 
aquæ  ante  planum  resistentiae  elevandam  sufficit. 

Ad  certam  a  plano  distantiam  hæc  pressio  hydraulica  minor 
est  eà  qvantitate,  quacum  observationes  incertæ  sunt.  Hanc 


6)  ”Tametsi  autem  ista  celeritatis  cognitio  per  rivulum  corpori  proxi¬ 
mum  non  minoribus  difficultatibus  sit  subjecta  etc.  etc.’1  Dilu- 
cidationes  de  resistentia  fluidorum  Auch  L.  Eulero,  Novi  Com¬ 
ment.  Acad.  Scient.  Imp.  Petrop.  Tom.  VJ  II.  pag.  201.  In  illam 
tamen  pervulgatam  opinionem  celeb.  Auctor  incidebat,  filorum 
aqueorum  in  se  invicem  vi  hocce  phaenomenon  præcipue  defini¬ 
ri.  Conf,  pag.  205,  ubi  dicitur:  ”Quæ  determinationes  etc.” 
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pressionem  pono  infinite  parvam,  distantiam  =s  D,  pressionem 

ad  distantiam  aliquantulum  minorem  x  a  plano  =  /7,  velocita- 

« 

tem  guttulæ  in  hoc  puncto  sa  t/,  velocitatem  guttutæ  in  flumine 
libero  =  r,  et  tempus,  quo  guttula  spatium  Ç  =  D  —  » 
percurrerit,  =;  /.  His  positis  erit 

d2Q 


dp 

22  .  -  = 

6  d(p 

d<p 


dt: 


Unde,  observando  esse  =  v  et  integratione  ita  instituta, 

at 

f  4L  • 

ut  evanescente^  fiat  —  (=  v)  =  f,  obtinetur 

4  g .  p  =  c*  ~  v* 

Omni  itaque  guttulæ  motu  progressivo  cessante  h.  e,  quando 
v  zs  o9  (quod  manifesto  in  O  fig.  16  eveniet),  fiet 


Haec  enuntiatio  minime  recens  est.  D.  Bernoulli  enim  dicit, 
eam  jam  a  Cl.  Gulielmino  7)  esse  allatam  et  ad  omnia  plani 
puncta  in  fluido  indefinito  pertinere.  Bernoulli  se  ipse  demon¬ 
strasse  putabat,  pressionem  unius  fili  aquei  in  planum ,  quod 

c  2 

infinite  majus  est,  esse  ±  2  X  —  8)j  addit  autem  vim  fluidi 

4g 

infiniti  in  plana  submersa  alio  modo  sese  habere,  putans  resi¬ 
stentiam,  quam  corpora  in  fluido  infinito  mota  patiuntur,  defi- 


7)  Tract,  de  aquarum  fluentium  mensura, 

8)  Hydrodyn,  Sectio  XIII. 
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nîri  non  posse,  nisi  ad  experimenta  recurratur  g)t  Quam-* 
quam  enuntiatio  jam  allata,  ut  ex  demonstrandi  ratione  patet,’ 
in  illas  tantummodo  guttulas ,  quæ  in  linea  media  C  O  movean¬ 
tur,  valet  ;  tamen  permulti  confiderunt,  se  posse  eandem  de  ce¬ 
teris  quoque  plani  punctis  demonstrare  10)  Quod  enuntiatum 
postqaam  D’Alembert,  Condorcet  et  Bossut  ut  conse- 


9)  Comment.  Acad.  Scient.  Imp.  Petrop.  Tom.  VIII.  pad  127. 

«0)  Postquam  Newton  inclytum  errorem  in  altitudine  pressionis 
aquæ  determinanda  commissum  emendaverat,  volebat  Ma  cl  au¬ 
ri  n  opo  cataractæ  NeWtonianæ  hoc  demonstrare,  et  post  eura 
Nordmark.  Conf.  Newton  Princ.  Phil.  Nat.  Mathem.  Tom, 
II.  Prop.  56  coroll.  2.  D,  Bernoulli  Hydrodyn,  Sect.  i3§.  9-, 
D’Alembert,  Traité  de  l’equilibre  et  du  mouvement  des 
fluids,  pag.  232  ex  cujus  theoria  et  Newtoni  et  Bernoullii  ex¬ 
pressiones  ,  supposilionihus  diversis  factis,  deduci  possunt;  Nord- 

». 

mark  Principes  dune  nouvelles  theorie  de  la  resistance  des  flu¬ 
ides  §.  36.  Verba  Newtoni  (1.  c,  Tom.  IL  prop.  5y  Schol.) 
”obliquitas  motuum  —  —  —  —  —  —  resistentiam  auget, 

idque  in  ea  fere  ratione  qua  effluxum  aquae  e  vase  diminuit  ,  id 
est  in  ratione  duplicata  2 5  ad  21  circiter”  indicare  tamen  viden¬ 
tur,  eum,  ob  resistentiam  puppis,  voluisse  majorem  toti  resi¬ 
stentiae  plani  valorem  tribuere,  quam  commentatores  ejus,  vel 

8  c*  .  . 

rr  _  •  —  circiter, 

5  4g 
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quentiam  suorum  experimentorum  ediderunt  ii),  omnibus  cer¬ 
tum  atque  indubitatum  fuisse  videtur.  Veritatem  enuntiati  nostri 
facile  est  sibi  persvadere,  si  tubulus  vitreus  rectus  perpendicu- 

lariter  in  medium  plani  in  O  (fi g.  16)  ponitur;  aqua  tunc  æque 

c * 

alte  ac  denivellatio  centralis  ascendit.  Hanc  vero  esse  =  —  } 

4g 

ex  expérimentes  N:is  6,  12,  i5  etc.  sequitur.  N.  E.  tribuunt 

denivellationi  centrali  valorem  multo  majorem  ;  in  Exp.  I.  ex. 
c  21 

gr.  ubi  —  =  i5,i  lin.,  illa  dicitur  =21  lin.  Valde  autem  in- 
4g 

œqualis  fidei  gradus  tribuendus  est  observationibus  cum  navicu¬ 
la  sese  movente  et  tubulo  Pitotiano  quiescente  institutis.  Navi¬ 
cula  enim  eundem  situm  in  aqua  servare  non  potuit  (punctum 
autem  scalæ  initii  hoc  casu  necessario  determinandum  erat),  nisi 
directio  totius  resistentiae  cum  illa  plane  congrueret,  in  qua  vis 
pellens  agebat.  Quam  ob  caussam  gubernaculo  quoque  opus 
fuit  12).  In  posterioribus  experimentis  Boss  ut  eundem  deni- 
vellationis  valorem  pro  omnibus  velocitatibus  affert.  i5) 


11)  N.  E.  pag.  175.  Quum  ex  observationibus  D:ni  Dubuat  notum 
esset,  pressionem  plani  a  centro  ad  margines  crescere,  sede  con¬ 
trario  hocce  enuntiatura,  ulpote  quod  tamquam  medium  quoddam 

per  totum  planum  valeret,  inexpugnabile  videretur;  ex  re  ipsa 

c2, 

sequi  visum  est,  pressionem  in  centro  esse  >—  Conf.  §.  5. 

4g 

*2)  N.  E.  pag.  17. 

i5)  Traité  etc.  Tom.  II.  pag.  3g6.  On  a  eu  de  la  peine  à  observer 
les  remous  ;  à  cause  de  la  distance, 


VT 


77 


Elevatio  superficiei  aquæ  in  quolibet  lineæ  mediæ  puncto  re¬ 
spondet  omnino  majori  densitati,  quæ  huic  puncto  competit. 
Repraesentet  fig.  17  sectionem  verticalem  hujus  elevatae  superfi¬ 
ciei,  quæ  per  lineam  mediam  CO,  iu  directione  fluminis  jacen-j 

tem,  transit.  Ordinata  P  M  est  ex  denominatione  assumta,  =  p , 

c  a 

M  O  ~  x  e  t  QO  =  — .  Angulus  P  S  M,  quem  tangens  T  P 

4g 

cum  axe  abcissarum  horizontali  C  O  facit,  cum  ex  quantitate 

inotus  guttulae,  tum  ex  vi  resistente  pendet.  Si  velocitas  guttu¬ 
la* 

læ  est  =  z;,  erit  altitudo  pressionis  ex  vi  inertiae  orta  =  — . 

4g 

Obtinebit  itaque  angulus  T  S  M  maximum  valorem ,  ubi 


V 


d[ — .  p)  =  0  vel,  hunc  ipsius  p  valorem  per  p'  designando* 

,  1  cz  dp 

ubi  p '  =  —  .  — .  Hinc  sequitur,  nos  ex  d  (— )  =  0  obten-; 


4g 


turos  fore  —  .  — ,  Est  autem  p  =  0  in  C,  et  v  zs  0  in  0,  un- 
2  4g 


de  necesse  est  -  =  o>  e  t  cum  x  =  0,  et  cum  x  =  D,  atque 
dx 

adeo  habebit,  curva  denivellationis  punctum  flexus  contrarii,  ubi 

,  c*  '  /  . 

p  —  —  .  — .  Hinc  sequens  forma  aequationis  obtinetur. 

2  4g 

dp 

- -  =  A  (D  —  x)m  X  x*  * 

dx 

ubi  n  et  m  a  conditionibus  determinandæ  sunt.  Punctutn  C  ex 
experimentis  directis  determinare,  perdifficile  ne  dicam  impossi¬ 
bile  est.  Ex  experimentis  N:is  5  et  8  assumendum  videtur,  D 
esse  inter  600  et  65o  lin.,  atque  x  =  222  lin.,  quando  p 


n 


i  c 


£=  — . — .  Ponere  itaque  possumus 
*  4g 


n  i 

- =  — .  Ea  ipsius  x 

n  -+■  m  3 


functio,  per  quam  p  exprimitur,  si  n  ==  /,  nullo  modo  satisfa¬ 
cit  observationibus.  Si  vero  statuatur  n  -  2,  fit 


x. 


x , 


JK.  . 


Ip  =  ^[î-7^-ny~s’,{,~ÿs+s’5(',~Ï5y]i 


'p  =  ^{,~s-7'w+etc-) 


Quomodo  hæc  æquatio  cum  experimentis  congruat,  ex  se- 


v 

quenti  tabula  patebit.  D  =  600,  —  =28  lin.  dec. 

4g 


X 

V 

Aequ.  IX. 

Exp.  5, 

Exp.  8. 

472 

0,175 

— 

0,1 

42  2 

o,77 

0,18 

o,5 

572 

2,18 

1,0 

1,6 

02  2 

4,66 

4,2 

4,o 

272 

8,76 

9,55 

8,1 

222 

i3,7 

10,67 

i4,i 

I72 

190 

21 ,5 

20,6 

122 

25,5 

25,5 

a4,i 

!  73 

26,0 

26,5 
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Heic  recordemur  oportet,  unitatem  linearem  esse  linearfl 
decim.,  superficiem  aquæ  continuis  oscillationibus  esse  subjectam 
et  observationes  denique  dimidia  linea  certas  esse  non  posse.; 
Videtur  itaque  aequatio  IX  haud  minorem  fidem  mereri,  quam 
observationes,  in  confinio  saltem  plani  resistentiae  ubi  praecisio 
maximi  momenti  est.  Ubi  x  >  72  lin.,  reperiebatur  omnino 
modus  observandi  ob  fluctuationes  superficiei  quam  maxime  in¬ 
certus.  L.  Euler  primus  esse  videtur,  qui  distantiam  puncti, 
,5ubi  motus  aquae  primum  perturbari  incipit,  a  plano  de¬ 
terminare  studuerit.  Si  dimidia  plani  latitudo  est.  zz  r,  ri¬ 
vuli  dimidia  crassities  esa  Å,  erit  ex  illius  determinatio¬ 
ne,  distantia  allata  zz  2  ^ hr.  Si  autem  amplitudinem  ri¬ 
vuli,  motu  inaltercato  ad  C  (fi g.  17)  affluentis  ponamus  zz  3d 

c2 

lin  ,  ut  experimentum  habebat,  quando  r  =  200  lin  et  —  zz  28: 

4g 

dabit  hæc  formulæ  i55  lin.,  loco  4oo.  De  cetero  modum,  quo 
quantitas  illa  ex  velocitate  flummis  pendet,  quantitas  h  deter¬ 
minaret  i4). 

§• 

Lege  auctus  aquæ  densitatis  ante  planum  determinata,  dein¬ 
ceps  sequitur,  ut  motum  guttularum,  lineam  mediam  C  O  pro¬ 
xime  circumfluentium,  considerem.  Hæ  guttulæ  viribus  latera¬ 
ls  Novi  Comment,  Acad.  Scient.  Imper.  Petrop.  Tom.  VIII.  pag. 

211.  Quamquam  Newton  (1.  c.  Prop.  5?  Schob)  de  retardatione 

ex  capite  et  cauda  oriunda  loquitur,  eam  tamen  nullo  modo  de¬ 
terminat. 


So 

libus  baud  dubie  subjectae  sunt,  quarum  quidem  summa  in  linea 
media  est  =  o,  sed  ad  marginem  plani  valorem  vere  finitum 
habet,  qui  quantitate  a  multo  major  est.  Inter  C  et  a  invenia¬ 
tur  itaque  necesse  est  guttula  quaedam  B ,  cujus  distantia  ( CB ) 
a  linea  media  virium  lateralium  effectum  ita  temperat,  ut  co- 
liæsione  guttularum  accurate  compensetur.  Atque  adeo  inter 
C  et  a  gutlulæ  quædam  ,  quæ  ad  marginem  demum  plani  in  li¬ 
berum  flumen  revertuntur,  etiam  necessario  reperientur.  Harum 
nonnullae  planum  inter  O  et  A ,  occurrent  necesse  et  adeo  se¬ 
cundum  latus  plani  postea  ad  A  moveri  pergent,  ubi  in  dire¬ 
ctione  O  A  in  flumen  redibunt.  Motus  harum  guttularum  la¬ 
tus  plani  versum  non  tantum  a  majori,  quæ  ante  planum,  quam 
in  libero  flumine  est,  densitate  determinatur  sed  etiam  a  suctio- 
ne  quadam,  quam  ad  marginem  plani  advectae  patiuntur,  et  cu- 

I  c* 

jus  valor  ex  experimentis  factis  (vid,  §.  8)  est  =  —  .  — .  Quæ 

n  4g 

duæ  vires  jactum  quendam  a  margine  plani  efficiunt,,  qui  in 
phaenomenon  resistentiae  determinandum  praecipue  valet.  Repe¬ 
tentes  enim  comparationem  inter  effectum  fluiditatis  gutlulæ  o  in 
o',  et  guttulae  o'  in  o"  etc.,  cujus  in  §.  i5  mentionem  injecimus , 
facile  inveniemus,  illum  esse,  duplici  quidem  respectu,  viribus 
nuper  allatis  multo  minoris  momenti.  Primum  enim  cohæsio 
priori  casu  secundum  directionem  fluminis  agit,  cujus  generis 
suctio  perpendiculari  multo  minus  valet,  (vid.  §.  8)5  deinde  con¬ 
ficitur  omnino  velocitas ,  qua  existente  cohæsio  inter  guttulas  a 
et  0,  inter  0'  et  0"  etc,  agit  non  nisi  differentia  duarum  veloci- 


8i 


t 


vsr-^s rt 


tatum  quam  proxime  aequalium,  quum  e  contrario  suctio  ad 
marginem  ex  tota  eaque  finita  fluminis  velocitate  c  pendet.  Hinc 
sequitur  resistentiam  non  tantum  ex  vi  inertiæ  aquae,  sed  etiam 
ex  fluiditate  determinatum  iri,  quippe  quum  ambæ  vires,  inerr 
tiæ  scilicet  et  fluiditatis ,  ibi  ejusdem  ordinis  sint. 


Repraesentet  h  (figg.  16  et  18)  distantiam  CB  a  linea  me¬ 
dia,  ad  quam  valor  cohæsionis  dimidiae  (i  a)  summam  virium 
lateralium  æquiparat.  Lineae  CB  distantia  CO ,  ==  BD ,  a  plano 
sit  =  K.  Gutta  in  B  afficitur  ex  plano ,  condensatione  crescen¬ 
te  ,  quae  in  distantia  K  ponitur  =  |  a.  Omnis  vis  cohæsionis 
hujus  guttae  cum  columna  aquae  interiori  B'  B  "  ita  pondere 
aequata  est.  Antequam  linea  aquea  B '  B"  ad  hanc  distantiam 
a  plano  perveniret ,  omnes  guttulae  intra  superficiem  B  B'  B"  B"[ 
junctæ  fluebant.  Valor  distantiae  K  ope  aequationis  IX,  sub¬ 
stituendo  \  a  pro  pt  determinari  potest.  Hæc  major  densitas, 
quse  aequaliter  omnino  in  omnia  puncta  lineae  guttularum  B  B"\ 
agit,  quum  in  directione  fluminis  aequationem  IX  observat,- 
perpetietur  e  contrario  versus  C  in  directione  B  B"'  resistentiam 
plane  inaequalem,  ac  versus  /7,  suctione  etiam  agente  hanc  par¬ 
tem  versus.  Situs  guttulæ  B  ita,  quod  jam  observavimus,  de¬ 
lectus  est,  ut  differentiam  tensionis  versus  C  et  p  cohæsio  di¬ 
midia  (ia)  æquiparet.  Aequilibrio  temporis  momento  proxime 
subséquente  turbato,  quia  valor  ipsius  p ,  guttula  ad  planum 
appropinquante,  crescit,  describet  omnino  guttula  B  curvam 
B  P 7S  i  priusquam  in  7S  in  flumen  liberum  init.  Eandem  orbi- 
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tam  quælibet  in  linea  5  5',  indefinite  deducta,  sita  guttula  ne¬ 
cessario  percurret.  Jam  observatum  est,  omnem  aquam,  quæ 
ante  planum  est,  a  linea  media  CO  in  duas  partes  plane  aequa¬ 
les  et  sese  similiter  moventes  dividi.  Hæc  ipsa  curva  B  P 71  al¬ 
teram  harum  partium  etiam  bipartitur.  Qvantitas  aquæ,  quæ 
extra  hanc  curvam  movetur,  planum  omnino  evitat  ;  tota  autem 
guttularum  linea  B  C,  quæ  intra  eandem  versatur,  exit  om¬ 
nino  ad  marginem  plani  per  ordinatam  A  it ,  quam  esse  perpar¬ 
vam  infra  videbimus.  Oculos  in  phenomenon  resistentiae,  quan¬ 
do  planum  supra  superficiem  aquæ  surgit,  tantummodo  conji¬ 
ciens,  reperiet  quoque,  velocitates  guttularum,  hanc  ordinatam 
*  *  * 

constituentium,  haud  multum  inter  se  discrepare.  Exinde  vero, 
quod  motus  harum  guttularum,  quando  in  flumen  exeunt,  quam 

proxime  æqualis  fiat,  non  sequitur,  vim  suctionis  juxta  totam 

/ 

ordinatam  Ats  esse  =  —  .  — .  Ex  theoria  fistulæ  Pitotianæ 

n  4g 

diversum  hujus  vis  valorem  ex  directionibus  guttularum,  di- 
versos  angulos  inter  se  facientibus,  pendere  apparet. 


Si  jam  angulus,  quem  tangens  T  T'  cum  directione  plani  OA 
facit,  ponatur  »3  9  ,  angulus  autem,  quem  guttula  y"  per  or¬ 
dinatam  A 7i  transiens  cum  O  A  facit,  zzz  9,  exprimet  omnino 

A  7t  X  2  — —  .  — 


n  4g 

omnem  suctionem ,  quæ  in  ordinata  A 71  locum  habet,  summa 
scilicet  a  9  ass  0  usque  ad  9  =  9'  sumtâ ,  et  designante  f  (6) 
functionem  anguli,  ex  qua  valor  suctionis  pendet  ;  quam  quidem 


^ — ,  O'? 

’  O  J  - -VT^^p^P 

functionem  theoria  tubuli  Pitotiani  continet.  Primo  intuitu 
videbitur  forsan  res  alio  modo  in  tubulo  Pitotiano  sese  habere, 
ubi  quantitas  aquæ,  suctionis  vi  subjecta,  in  quiete  est,  etlieic, 
ubi  guttula  y"  moveri  pergit  ;  nam  guttula  y''  (fig.  19)  in  flu¬ 
men  transiens  gaudet  ex.  gr,  velocitate  y"$,  et  recipit  a  flumi¬ 
ne  velocitatem  y”  ß ,  unde  y"  e  directionem  et  velocitatem  mo¬ 
tus  ejus  futuri  repraesentabit.  Praeterea  continuus  effluxus  in 
directione  y"  $  motum  guttularum,  quæ  in  directione  liberi 
fluminis  motae  y"  attingerent,  ita  deflectat  necesse  est,  ut  ad 
\Jy  ex.  gr.  perveniant,  unde  guttula  y"  curvam  quandam  y"  <p 
percurret.  Prius  momentum  nihil  ad  valorem  suctionis  mutan¬ 
dum  valet;  velocitas  enim  y  '  e  cum  velocitate  tantum  y  '  ß  su¬ 
git,  quia  velocitas  lateralis  y"  $  guttulae  y  cum  differentia  in¬ 
finite  parva  guttulam  in  eadem  directione  proxime  subsequentem 
sugit.  Posterioris  vero  effectus  is  est,  ut  origo  suctionis  a 
margine  in  flumen  aliquantulum  proferatur.  Quum  autem  suctio 
differentiam  quandam  densitatis  (tensionis)  eificiat,  et  imminutâ 
prorsus  vi  i5)  ad  quamcumque  distantiam  per  materiem  elasti¬ 
cam  propagatur  (hoc  enim  ex  modo  elasticitatis  agendi  intra  cor¬ 
pora  cum  fluida  tum  rigida  sequitur);  nulla  fere  dehinc  aberra¬ 
tio  orire  potest. 

Linea  aquea  B  B"  ex  guttulis  constat,  quæ  lineæ  ß  ß'" 
restant  (fig.  18),  postquam  suctio  liberi  fluminis  eas  guttulas  ab- 


1 5)  Hoc  in  aqua  quoque  locum  habere  propagatio  soni,  altitudine 
(illius?)  nullo  modo  mutata,  tusissime  demonstrat. 
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stulerit,  quæ  a  linea  media  tantum  abfuerunt,  ut  vi  suctionis 
succumberent.  Ad  distantiam  B  D  =:  K  linea  aquea  B  B"'  ex¬ 
tremas  suas  guttulas  amittit;  ceteræ  autem  planum  propius 
accedunt  et  sensim  disperguntur.  Itaque  columna  media  B  B 
B"  B"'  unâ  crustâ  post  alteram  spoliatur,  prout  ad  planum  ap¬ 
propinquat;  unde  guttulæ  tantum  centrales,  quæ  in  linea  media 
C  C  moventur  et  ipsam  constituunt,  ad  planum  usque  per- 
, venient* 

Ut  phaenomenon  resistentiae  comprehenderetur,  et  ipsum 
construendo  apparatus  quidam  ad  sequentem  calculum  instituen¬ 
dum  atque  prosequendnm  idoneus  compararetur,  praecipuus  hu¬ 
jus  §.  finis  fuit.  Vis  inerties  et  fluiditas  sunt  eæ,  ex  quibus  phae¬ 
nomenon  hocce  pendet.  Quarum  hæc  (indoles  aquarum?)  vel 
ut  cohcesio  manifestatur,  quo  casu  quantitas  a  ipsius  mensura 
est,  vel  ut  suctio,  et  tum  ab  iis  valoribus,  quos  theoria  tubuli 
Pitotiani  subinde  determinat,  metienda  est.  Hcic  autem  modum 
ipsum  transeundum  censeo,  quo  suctio  et  cohæsio  a  se  invicem 
pendeant  et  sub  certis  conditionibus  ipsum  fluiditatis  phaenome¬ 
non  constituant.  Hinc  tamen  patet,  mutuam  quandam  relatio¬ 
nem  et  nexum  debere  phaenomena  attractionis  capillaris,  suctio¬ 
nis  atque  resistentiae  intercedere,  et  caussam  spei  non  deesse, 
fore  ut  posthac  tres  hæ  phaenomenorum  turbæ  ex  eadem  deri-_ 
yentur  vi  principali  —  fluiditate  inquam, 


§.  i8. 

Motus  guttulæ  B  (fig.  iS)  in  curva  B  P  7t  ex  juncta  suctio- 
nis  atque  compressionis  vi  in  directione  B  p ,  et  ex  vi  inertiæ 
guttulæ,  in  directione  B  D  agente,  pendet.  Idem  in  guttulam 
y  quoque  valet.  Itepræsentent  y  y"  y  "  puncta,  ubi  hæc  gut¬ 
tula  per  ordinatas  BD,  PM ,  tt  A  transit.  Quo  vero  cumque 
modo  guttulæ  /?,  y  et  C  a  directione  fluminis  C  O,  quam  tam- 
diu  pariter  servant,  quamdiu  nondum  dispersae  in  linea  aquea 
B  C  versantur  eamque  constituunt,  ad  directionem  plani  OA 
vel  tangentium  ,  quæ  curvis  a  guttulis  descriptis  competunt, 
transeant;  certe  tamen  patet,  guttulas,  quæ  in  linea  ByC  um- 
quam  fuerunt,  ocius  serius  ve  ordinatis  B  D  ,  P  M  et  7T  A  aquam 
praebituras.  Continuitas  systematis  motus  aquæ,  ex  qua  quaelibet 
curva  B  P  tt ,  y  y  y"  yu  etc.  constanter  ali  pergit,  jubet  omni¬ 
no  eandem,  quæ  per  lineam  BC  transire  cogitur,  aquæ  quanti¬ 
tatem  per  ordinatas  B  D,  PM ,  71  A  etiam  effundi. 

Ordinatam  B  D  consideranti  facile  apparet,  velocitatem 
puncti  B  in  directione  ipsi  OA  parallela,  esse  =  0;  sed  gut¬ 
tulæ  y  e  contrario,  quæ,  nisi  spatium  yB  in  directione  dicta 
percurrerit,  ordinatam  B  D  (in  y  scilicet)  contingere  minime 
possit,  velocitatem  huic  spatio  By  debitam  competere,  ut  et 
velocitatem  guttulæ  D  functioni  cuidam  spatii  BC  DO  per¬ 
cursi  respondere.  Qvalis  liæc  functio  futura  sit,  determinari 
nequit  nisi  præcipuâ  disquisitionis  quæstione  explicatif  Interea 
tamen  quum  spatium  B  C  =  OD  non  nisi  perexigua  dimidiae 
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plani  latitudinis  0  A  pars  necessario  sit,  et  velocitas,  quæ  in  Q 
est  zr:  o,  sensim  versus  A  crescat;  facile  omnino  est  visu,  ve¬ 
locitatem  in  D  etiam  perexiguam  necessario  fore,  unde  variatio 
velocitatis  a  B  ad  D ,  vel  in  genere  intra  puncta  cujuslibet  or¬ 
dinatas  extrema ,  poterit  sine  errore  notabili,  per  simplicem  quan- 
dam  distantiarum  functionem  exprimi.  Designet  in  genere  v 
velocitatem  juxta  planum,  v'  et  v"  valores  ejus  speciales  in  D 
et  A ,  atque  sit  (B  D)1  :  (  By  y  :  :  v  :  velocitatem  in  y.  Si 
Cy  rr  /3,  erit 

B  C  (h)  :  B  y  (A  —  /3)  :  :  B  D  (k)  :  By, 

ß  '  f  ß 

et  B  y  rr  (/  —  — )  k  unde  velocitas  in  puncto  y  rz(z - *) 

h  h 


et  copia  aquæ  per  ordinatam  B  D  transfluentis  = 

c, 


v  .  k  /3  H*1 

- (  i - ) 

*  4-  *  h } 


integratione  scilicet  ita  instituta,  ut  evanescat  integrale  evane¬ 
scente  By  h.  e,  posito  ß=^h.  Unde,  si  integrale  ad  By  zz.k 
h.  e.  ad  ß  zn  o  extendatur 


.  •  •  h  c  !■« *  « 

i  -f-  i 

Si  fuerit  ordinata  P III  =r  x,  valor  ejus  (jr  A)  ad  marginem  pla¬ 
ni  =  X,  velocitas  in  P  secundum  directionem  ipsi  OA  parai- 
lelam  =  z ,  erit 


*)  Exponentem  i  negativum  valorem  non  obtinere  posse  exinde  pa¬ 
tet,  quod,  si  ita  esset,  velocitas  in  puncto  y  infinita  foret ,  quan¬ 
do  ß  —  h,  quod  tamen  manifesto  fieri  nequit. 
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\ 


ß 

h  :  h  —  (3  :  :  X  :  Py"  atque  Py '  ==  (  i - )  x, 

h 

ß  i 

nec  non  xl  :  (i - -)  **  :  :  v  —  z  :  variationem  velocitatis 

h 


piano  parallelæ  ab  P  ad  y";  itaque  velocitas  in  y 
=  2  -f-  (i  - 


ß  1 

(V  —  2), 


et  copia  aquæ  per  ordinatam  P  M  erumpentis 

ß  1  dß 

=  A  2  +  (y—2)  •  l' — )  X  —  y  .  * 


=  XZ  (  I 


ß\  .  X  (V - S)  /  ßJ+' 

— )  4-  —  (i r)  i 

n  î  +  j  h 


integratione  scilicet  heic  quoque  ita  instituta,  ut  evanescat  in¬ 
tegrale,  evanescente  Py"  h.  e.  posito  ß  =  h.  Si  itaque  integra¬ 
le  ad  Py"  (=  P M)  =  x  h.  e.  ad  ß  ==  o  extendatur,  erit 

X(U  —  2  ) 


hc  =  xz  -p 


XI. 


i  +  i 

m 

t 


XV 


f-f-  l 


X  (v  —  z). 


Si  omnes  vires  agentes  essent  per  totam  ordinatam  Ax  con¬ 
stantes,  foret  z  —  v  —  v' .  Valores  autem  harum  virium  in 

punctis  extremis  A  et  tc  lacile  determinantur,  quippe  quæ  ex 
pressu  a  linea  media  CO  versus  flumen  liberum  et  suctione  li¬ 
beri  fluminis  constituantur.  Pressio  in  A  obtinetur  ex  æqu. 
e* 

V  izz  — ,  suctio  autem  ibidem  ex  sectionis  prioris  §.  8  dcter- 
4g 
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ininata  est  zz  —  •  —  ?  quia  in  A  aqua  erumpit  perpendicula- 

n  4g 

riter  in  directionem  fluminis.  In  puncto  7i  autem  ad  distantiam 
k  ante  planum  erit  ex  æquat.  IX 

pressio  =  —  0 — S*7jj ~  4-  etc.) 

Tq 

vel  ob  exiguitatem  ipsius  k  præ  D,  cujus  pars  tantummodo  vi¬ 
cesima  circiter  est, 

_  c* 

4g 

Si  angulus,  quem  directio  guttulæ  B  in  7t  cum  OA  facit,  po-i 
natur  zz  0,  erit  ex  theoria  tubuli  Pitotiani  suctio  in  t: 

i  i  .  c2, 

zz  ( —  cos2  0  4-  —  sin1  0)  — 

n  m  4g 

Summa  virium,  quæ  guttulam  tp  ipsi  OA  parallele  sollicitant, 
erit  itaque 

—  (*  4-  —  cos2  0  -f-  —  sin2  0)  — -, 

n  m  4g 

Summa  autem  virium,  quibus  guttula  in  A  sollicitatur,  est 

i  f2 

=  (  J  -I-  — )  — .  Cum  itaque  quaelibet  harum  virium  insuam 

n  4g 

guttulam  in  P  et  M  ad  eandem  distantiam  agant,  erit  necesse 


zz  :  (v  —  v')*  :  i  i  4-  —  cos2  0 

n 


i  ,  i 

—  sin2  0  :  i  4 - ;  unde 

m  n 


z  ZZ  (  V 


»•>.  I/,-- 


1 

m 


i  4 - 

n 


sin2  0 
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,SFvr* 


=  (v  — •  v)  .  V  —  l  • 


« 

m 


z  4“  n 


.  Sinz  9  — •  etc.r  , 


vel ,  ob  exiguitatem  anguli  9  et  posito  x  = 


w 


m 


9 2 

•  »  > 


2  (z+n) 

»  ss  (v  —  1/)  (z  —  cc)  et  v  —  3  =b  1/  4-  a  (1/  —  v)}  quæ 
æquatio  cum  XI  comparata  subministrat 

ix 


h  c 


XV 


i  -J-  z 


(v'  -+-  av  —  uv ) 


î  .  X  ix  , 

=  XV  (/  —  _—)  —  — —  (y  —x\v) 

i  4-  z  î  +  z 

yel  tandem,  ob  exiguum  ipsius  x  .  1/  valorem. 


he  a  (  z  —  - - )  —  - 

v  )+/  î 


#1/. 


if//. 


§.  19. 

Hisce  præstructis,  via  ad  præcipuum  hujus  disquisitionis 
argumentum  explicandum  patet. 

Summa  omnis  lineæ  mediae  CO  ante  planum  majoris  densi¬ 
tatis  (compacturae)  est  =  J  —  pdx,  ab  x  zrz  CO  =:  K  usque 

ad  x  —3  0  sumta.  Valor  ipsius  p  ex  æqu.  IX  sumendus  est. 
Ductâ  TT  H  (fig.  .18)  ipsi  A  O  parallela,  facile  patebit,  omnem 
compacturam,  quæ  inter  C  et  H  locum  habet,  in  situ  tantum¬ 
modo  curræ  BPn  constituendo  collocari  atque  adeo  ad  nihilum 


12 


I 


«A. 


redigi  ea  pressione,  quam  aquae  quantitas,  quæ  extra  hanc  li¬ 
neam  est,  in  eandam  exserat.  Motus  intra  colluviem  aquæ  Brt 
AO  cum  motu  in  vase  quodam  conferri  potest,  cujus  latera 
sunt  ab  una  parte  curva  B  P  71  ab  altera  vero  planum  resi¬ 


stentiae  OA,  facta  scilicet  debita  inter  naturam  virium  agentium 


differentiâ,  Integrale  itaque  nuper  allatum,  si  inter  x  =  K  et 
X  “  »e  sumtum  fuerit,  respicit  tantummodo  densitatem  (compa¬ 
cturam)  massæ  aquæ  B  Pt: H,  et  ideo  in  motum  cujusque  gut¬ 
tulae  ad  planum  perpendicularem  agit,  non  vero  in  motum  aquæ, 
qui  versus  At:  h.  e.  in  directione  OA  fit.  Hinc  fit,  ut  ea  so¬ 
la  integralis  allati  pars,  quæ  H  et  O  interjacet,  ad  aquam  in 
flumen  liberum  ipsi  OA  parallele  ejiciendam  quidquam  valeat. 


Si  jam  fuerit 


ab  H  ad  O  sumto  et  per 


HO  divisio,  atque  S  summæ  omnis  per  totam  A  7t  suctio- 
nis,  per  A7t  (=  v)  divisae;  exprimet  omnino 


P  +  S 


omnem  vim  simul  sumtam,  qua  quantitas  aquæ  BPti  AO  versus 
liberum  flumen  agitur.  Motus  autem  hujus  massæ  ex  continui¬ 
tatis  lege  quoque  pendet,  quæ  æquat.  X  et  XII  continetur, 
summam  scilicet  omnium  motus  quantitatum  inter  P  et  M  atque 
in  directione  O  A  sumtam  esse  ab  D  ad  A  usque  constantem. 
Vis  autem  acceleratrix  in  qualibet  ordinata  est  =  differentiæ 
inter  pressionem  in  praecedente  et  subséquente  ordinata,  quæ 
differentia  constans  omnino  atque  adeo 


P  +  S 


r 


esse  debet. 


/ 


« 


V»  Nf-r 


OI 


Tanta  omnino  foret  vis  acceleratrix,  si  omnes  ordinatae  es¬ 
sent  ipsi  A 7t  æquales.  Quod  quum  non  ita  sit,  decrescat  neces- 
se  est  intensitas  crescentibus  ordinatis,  et  vice  versa.  Agitur 
itaque  ordinata  PM  \ i 

P  -4-  5  x 

~ T"  '  7 

Aequ.  XII  subministrat  mediam  in  ordinata  P  M  velocitatem 


=  (  i  —  . -  cc)  v 

*4-/ 

P  +  S 
2  g •  — — 


i+ 1 


v,  Hinc 


X  5  cc 

.-*  =  («-  — )  ivi 

X 


vel  ope  æquationis  VIII 
P+  S 


2g 


(  i  —  -  «  )  vdv 

K  i+l 

~  dy  =  - : - — 

n.c  t  ce,  t 

(1  —  — )  v  —  — 
1+1  *  +  * 


v 


,  •  *  „  i .  v 

unde,  posito  1 - «  z=  A  et -  =:  Z?,  atque  integratio- 

t-fr-i  14-1 

ne  ita  instituta,  ut,  posito  y  =  å,  fiat  i/  —  v  ,  obtinetur 


Z*  +  S  *  B  '  Av  —  i? 

__  .  _  (,  _  h)  =  »  -  «  +  -  log. hyp.  -p—. 


£  *2  *  fy  ,  £  A 

Ope  æquationis  IXjæ  obtinetur  f — pdxzz — (x - — {-etc.),* 

J  4g  4  D* 

unde,  integrale  ab  x  rs  x  ad  x  =*"0  sumendo  et  observando 
x 

—  esse  fractionem  perexiguam,  adparet 

4g 


\ 


JhSt=^ 

— 
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valorem  ipsius  P  sat  accurate  exprimere.  Si  itaque  hunc  valo- 

i 

rem,  pariter  ac  expressionem  ipsius  S  jam  antea  §.  17)  datam 
pro  P  et  5  in  aequatione  superiori  inter  v  et  y  substituamus, 
hæc  mutatur  in  sequentem  : 


/  .  v.y—h  ,  B%  ,  Av  —  B 

.(,+_y(a))_  —=*-*  + _log.Iiyp.__, 


Aequatio  autem  XII  subministrat 


y 

h 


K 


*  v  *  , 

i - . - 06  jV - ; — —  V 


;  unde  •—  = 
h 


î  +  i 


I  -f—Z 


(" 


«  „  <  . 


- ce)  v  —  : - v 

i-f-z  i-t-/ 


>c 


Qui  valor  pro  —  in  aequatione  nuper  allata  substitutus  submi¬ 
nistrabit 


7 


y~h 

r 


(i* 


\  * 
-a)  t> 


,  B  ,  — K 

..v~v+-l°  g.hyg.-^— 


U 


x-fr-z  '  î 

unde,  quia  posito  y  zz  r  fit  v  ss  v",  obtinetur 

cz  7  S- — A 

7  ('+-*/«»  — 

•'  v  „  «  , 

( / - «;  Ü - .V 

i+i  t-hi 


XIII. 


„  ,  ,  B ,  ,  ^/'—7? 

-zru  — v  -A — log.  hvp. - 

yf  0  n  Au — B 


Ope  formulas  Vllhæ  possumus  itaque  aequationem  curvae  BP 
detegere. 


§.  2o. 

Quantitates,  quas,  analytico  modo  phænomenon  resistentiae 
examinantes,  in  calculum  induximus,  propius  quidem  conside¬ 
randae  sunt,  antequam  ad  theoriam  cum  experimentis  compar 
jrandam  transgrediamur. 


Inter  has  valor  ipsius  a  primum  occurrit.  Distantia  puncti 
B  a  plano  (fig.  18)  ita  determinata  est  (vid,  §.  17)  ut  differen¬ 
tiam  tensionis  guttulæ  in  B  sitæ  versus  C  et  p  valor  dimidius 
ipsius  a  compenset.  Differentia  autem  tensionis  versus  lineam 
mediam  CO  et  flumen  liberum  in  genere  reperta  est  (§.  1 9) 


P  P  5 

~  -  et  quidem  constans  pro  omnibus  ordinatis  ab  O  ad 

r 

P  4-  S  k 

A\  Intensitas  vero  eius  s  -  .  — *  .  Summa  totius  hujus 

7  r  A 

differentiae  tensionis  versus  C  et  p ,  ab  C  ad  B  sumta,  est 


P-f-  S  »c 

~  CB  X -  .  —  .et,  crescens  ab  C  ad  *7,  illa  ad  distari - 

r  K 

\ 

tiam  CB  obtinebit  ex  constructione  valorem,  qui  vim  collisio¬ 
nis  aquae  accurate  sequiparet.  Ex  determinationibus  assumti» 
erit  itaque 


h  y, 

7  ’  K  ' 


i  +  -i  S  f  f 


'ii  )-- 


XIV. 


4g 


Vi  eohæsionis  aquae  manifesto  ex  c  nullo  modo  pendente,  et  g 
constante  pro  omnibus  experimentis  eodem  loco  institutis,  atque 
ô  denique  vel  ob  suam  exiguitatem,  vel  ob  modum,  quo  ingre¬ 
diatur,  exiguum  omnino  effectum  in  totius  expressionis  valorem 


•*-*<£*■  94 

h  .  je 

imitandum  sxserente;  concludere  fas  est,  valorem  ipsius  — - 
esse  altitudini  velocitati  aquæ  debitæ  prorsus  inverse  proportio¬ 
nalem,  radio  plani  scilicet  constante. 

Continuus  motus  cujusquæ  guttulæ  secundum  latus  plani 
jubet  aequationem  quandam  inter  x  et  y  reperiri,  quæ  etiam 
valet,  quando  v  <  u. 

Aequatio  XIII,  ex  constructione  jam  adhibita  deducta,  huic 
desiderio  non  satisfacit;  videtur  tamen  indicare,  nos  ut  approxi¬ 
mat  i  on  em  sat  probandam  assumere  posse,  æquationem 


CS  V  -  V 


in  confinio  puncti  D  valere.  Experimentis  autem  monstranti¬ 
bus  ,  velocitatem  in  vicinia  hujus  puncti  adhuc  perexiguam  esse , 

videtur  omnino  hæc  ipsa  æquatio  pro  quibuslibet  ipsius  y  valori¬ 

sa 

bus  intra  h  et  2h  adhiberi  posse,  unde  forent  N  —  —  v,  et 

r 

Ar . - v  inter  se  minime  pendentes,  h.  e. 

r 


,  +  -Tf(6))V—- 

«  J  r 


t  ,  t 
-  (l  +  - 
2 


(*■ 


*  \  "  * 
a)  v  —  - - v 


*  -J— / 


«+' 


(i 


-  (I  +-sf(fl)) 
2  n  J 


Ex  valore  ipsius  A  patet  hunc  esse  quam  proxime  =  1 ,  quia 
angulu9  0  perexiguus  est.  Similiter  quoque  perspicuum 
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esse  v  v  ,  quicunque  valor  ipsi  i  tribuatur,  quia  nega- 

tivus  numquam  evadere  potest  (§.  18)3  et  quum  præterea  velo¬ 
citas  v  valde  exigua  sit  præ  v'' ,  nisi  velocitas  fluminis  nimis 

parva  est,  potest  omnino  fractio  - — -  ,v  negligi;  unde 


l  +  « 


Cl 


2V 


(*  +  -  2  f(Q)\  5=5  v 

n  J  r 

Aequatio  autem  IX  subministrat 

— ('+  -  2  f(ù)  )  (1—  -)  =  v"  —  v  ; 

2V  n  J  r 

itaque  erit  —  (/  -f"  —  2  -C  [&)  )  zu  v'2,  unde 

2  n  J 


v 

/1 

V 


h 

r 


V"  =  f  {/i  ((  +  ~  s  /■(«))•;.  XV. 


Substituendo  in  æquat.  X  hunc  ipsius  v '  valorem  evadit 
omnino 

(i  -4-  z)  r 

i  (H-  —  2 ß(ß)  ) 

<  ^ 

,  .  X,  c  i 

Æqu.  XII  subministrat  —  =  — =r - —  - 

h  v  1  /  , 

V  *(M--Z/’(0)) 

n  J 

substituendo  scilicet  v.  pro  x  et  v'  pro  v ,  unde  patet  esse 
»  >  h,  quamquam  hæ  quantitates  æquales  fere  sint  necesse  est. 
Ex  eadem  aequatione  obtinetur  quoque 
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X 

T 


i  .  *  , 

(  - - et  )  V - — -  V 

*4** 


tmde  differentiando 


dx 

dv 


c.  h  (z —  -—  a) 


„ ,  i  «  tv 

[  f— -- - )»— - — •  2 

L  v  i-H  Î4-Z J 


*  V 


Est 


*  a 

(/ - 7 - V- 

dv  P-i-S  %  i-H  i-t-i 

autem  — zg - .  — X - : - unde,  substituendo 

du  r  he  i 

( —  t—  oc)  v 
i+i 


pro  P  el  5  valores  jam  repertos, 


tang  9  rr 


i - J — 

r  v  k 


Y, 

- Tx  -• 

c  h  Y 


XVII . 


§.  21. 

Inter  quantitates  f,  A,  jc.  /C  et  a'}  quae,  ut  data  ad  calcu¬ 
lum  rite  instituendum  sufficiant,  ex  experimentis  determinandae 
essent,  c  et  K  omnino  solae  sunt,  quæ  plena  certitudine  inveni¬ 
ri  possunt.  Quantitas  h  potest  quidem  pro  quacumque  curva 
77  7 "  7*"  (%.  18)  accurate  determinari,  sed  inde  non  expli¬ 
catur  ,  utrum  hæc  ipsa  curva  intus  extrave  curvam  B  P  sr  sita 
sit,  an  eandem  constituat.  Experimento  autem  undecimo  osten¬ 
dente,  me  pro  pluribus  ejusmodi  curvis  quantitates  h;  y  et  9 
mensum  esse,  et  calculo  indicante  quantitates  x  et  h  esse  quam 
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m 


proxime  æquales  (scilicet  valore  quantitatis  h-=x.  1/ «'+-|rs/9> 

ex  aequatione  XXI  deducto),  exinde  verisimilem  omnino  ipsius  k 
valorem,  derivare  possumus.  Hoc  enim  experimentum  prodit,- 
valoribus  ipsorum  î  et  r  iisdem ,  h  repertum  esse  nunc  majus 
nunc  minus  quam  k,  prout  h  magnum  vel  parvum  sumtum  fue¬ 
rit.  Si  ex  hisce  experimentis  conjicere  liceret,  hasce  quantitates  fore 
prorsus  æquales,  quando  o  lin.  aliquantulum  excedat,  assumi  pos¬ 

sent  A=5o  lin.  et  %2z3 1  lin.  ut  valores  distantiarum  CB  et  An.  Hoc  i- 
psum  experimentum  innuere  quoque  videtur,  angulum  9 pro  k=so o  et 
k  zz  oi  esse  =  5o°  circiter.  Videbimus  etiam,  errorem  quon¬ 
dam  in  angulo  9  determinando  commissum  haud  multum  in  va- 

« 

îorem  resistentiae  agere.  Experimentum  indicat  quidem,  9  len¬ 
tius  crescere,  quam  m  inter  o°  et  3o°  autem  videmur  sine  er¬ 
roris  periculo  assumere  posse  §  et  x  similiter  crescere.  Si  tunc 
ponamus  A  y"  =  \{/,  determinabitur  angulus,  quem  in  y"  cum 
OÂ  laciat  directio  guttulae  y  hacce  analogia: 

\L 

k  !  Ö  :  :  \|>  :  — .  9 


,,  f  \L>  i  '  c2 

Hinc  erit  altitudo  auctionis  in  y"'~  (— cos x  -~9~b~/inT9) — .unde 

n  k  tn  4g 


t  i  i  t  siu  z9 

i  (-  +  -)  + i  (■ - )  — t — 


n 


m 


n 


m 


Assumendo  itaque 


—  =  9tss  —  ot2ij  ©tte  fit  —  2  f  (9)  ss  ojzzy  atque  ade© 

a  w  n  J 

i3 
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ex  aequatione  XV 

I  \  *  y  »  ,  k  .  •* 

v"  =  o  ,  P  s  4  y  e  > 

qui  valor  ex  experimentis  N:is  9  et  1  2  immediate  confirmatur, 
quorum  posterius,  magna  sane  fide  dignum,  quippe  ibi  altitudo 
pressionis  magna  erat,  subministrat 

v‘  =  0 ,  £  7  6  X  e  * 

Hoc  puncto  et  respectu  legis  incrementi  velocitatis  ab  O  ad 
A  theoria  resistentiae  fluidorum  generalem  tangit  theoriam,  quae 
de  motu  aquæ  atque  orbitis  a  guttulis ,  impedimento  quodam 
cursui  ipsarum  opposito,  descriptis  agit.  Ponendo  0=2^  ,  fit 
v"~o,p7i.  c;  vel  si  ipsius  theoriæ  admonitu  impulsi  statuamus 
0z=:zoo,  evadit  v"—o,pSo.  c.  Hinc  patet,  quam  exigui  momenti 

•  y  ' 

valor  ipsius  0  sit  ad  quantitates,  quæ  theoriam  resistentiae  pro¬ 
prie  spectant,  determinandas.  Hæc  inter  experimenta  et  theo¬ 
riam,  cui  nullus  admissus  est  terminus  frictionis,  convenientia 
non  potest  non  eam  suspicionem  fovere ,  frictionem  nullius  fere 
momenti  hoc  casu  esse. 

Quamquam  nec  theoria,  nec  experimenta  eorum  adhuc  re¬ 
spiciunt  phaenomenorum  determinationem  exactam  quæ  ad  theo¬ 
riam  motus  aquæ  generalem  pertinent,  tamen  afferre  cupio  va¬ 
lorem,  quem  ope  experimenti  5,8  et  1 1  hæc  theoria  vi  cohæsionis  a- 
quae  tribuit.  Ex  exper.  5  et  8  omnino  patet  distantiam  K,  ubi 
motus  aquæ  primum  perturbari  incipit,  esse  4oo  lin.  circiter; 
in  hocce  puncto  enim  compactura  aquæ  =  a,  rr:  0,  6  lin.  ; 
valore  quantitatis  a  ex  §  1 4  deducto,  Quum  de  cetero  h  ts=  jo} 


A 
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)  =  jo,  atque  —  “  2$,  fiet  ex  æ- 
4g 


rzz2oot  k  j/ £  (*H-  -^2/“ (0) 

quatione  XIV  azz  it20 .  lin. dec.  Valor  rä  a.  ut  superius  diximus,  pon¬ 
deratione  inventus  est  r=  /,22.  Insignis  hæc  convenientia  valo- 
rum  ,  ex  phaenomenis  ita  dissimilibus  vario  modo  deductorum  ea 
confirmat;  quæ  a  me  §  17  allata  sunt. 

Â  K  l 

Quum  quantitas  — —(fH[ - 2/(0)) —  constans  sit,  et 

r  •  K  n  J  4g 

-?-(+  —2 jT  (0)  )  =  h  (æqu.  XVI),  nec  non  0  exigui  omnino 

Å2r2  *  A2 

momenti,  est  necesse  -  constans,  unde  quantitas-—  erit  alti— 

K  A 

tudini  velocitati  aquæ  debitæ  inverse  proportionalis  quæ  con¬ 
clusio  propius  spectari  debet.  Aequat.  XVI  monstrat,  A  et 


es3e  inter  se  proportionales  ,  itaque  erit  quoque 


h2c' 


i-H 


quantitas 


constans. 


Ope  valorum,  quos  Exp.  N;o  11  subministrat,  angulus  0 
jam  determinari  potest.  Debita  enim  in  æqu.  XVII  factâ  sub¬ 
stitutione,  obtinetur 

0  r=  9° 

Hujusee  valoris  pugna  cum  experimentis  aliam  insuper  caussam 
manifestare  videtur,  cur  praecisio  mensurae  hujus  anguli  in  du¬ 
bium  vocetur.  Interea  tamen  jam  monstratum  est ,  quam  exigua 
in  valore  ipsius  v"  differentia  oriatur,  siye  ponatur  0 
sive  5=  10 °. 


/ 


SECTIO  TERTIA. 


DE  RESISTENTIA  IN  FLUIDO 

INDEFINITO. 

§.  22. 

r 

V-ionstructio,  quæ  ad  ideam  phænomeni  resistentiae  oculis  sub¬ 
jiciendam  in  sectione  proxime  antecedente  adhibita  est,  majore 
quadam  mutatione  non  eget,  ubi  planum  resistens  in  fluido,  ni¬ 
tro  citroque  indefinite  extenso,  positum  sit. 

* 

Fingamus  planum  quoddam  circulare,  cujus  radius  zr  r, 
in  profluente  aqua  indefinita  directioni  ipsius  fluminis  perpendi- 
culariter  positum.  Ceteræ  quoque  litterae  a,  e,  h,  K  etc.  eas¬ 
dem  ac  antea  quantitates  designent.  Quum  perexiguam  omnino 
sese  prodidit  differentia,  quæ  inter  velocitates  guttularum  di- 
yersarum  per  eandem  ordinatam  transeuntium  intercedit,  super¬ 
vacaneum  equidem  duxerim  eam  in  calculum  inducere;  imprimis 
quum  ad  theoriam  ulterius  evolvendam  et  applicandam  apprime 
necessarium  sit,  ut  ea,  primum  nondum  emensa  stadium,  intra 
quod,  resistentiam  obliquam  nondum  respiciens,  certe  verçatur, 
omnem,  quantum  fieri  potest;  servet  simplicitatej©. 


JOI 


Ex  continuitate  motus  interiorum  aquarum  bæc  æquaîio 
oritur 

a.  57  yxv  =  2  #  r  k  v",  , 


.  XVÎÎ1, 


C2 

Pressio  in  centro  plani  est  rr  —  ,  suctio  vero  ad  marginem 

4g 

i  cz 

— .  — .2  /  (9).  Unde  differentia  pressionis  in  centro  et  ad 
”  4g  J 

i  cz 

peripheriam  est  z=  04-  —  2  ftQ)  )  —  cujus  summa  est  zzz 

n  /  4g 

zur.  OH - 2  /  (0)  ) — . 

»  J  4g 

Per  totam  superficiem,  in  quam  agit,  distributa  bæc  in 

Z  1  cz 

quolibet  puncto  esset  =  —OH - 2  —  ,  si  ordinata  coa- 

r  n  J  4g 

stans  esset.  Intensitate  autem  necessario  decrescente  crescenti¬ 

bus  ordinatis,  \is  acceleratrix,  voluminibus  aquæ  expressa,' 
erit 

7 


2 

r 


n  J  4g  X 


cz  a 

—  ,  et  ideo 


2  t  C  ^  Y 

—(i- f — 2f(Q)') — .  — .  2  gnt  s=s  dv%  h.  e.  (æquat.  XV  Ill). 

r  n  J  4g  X 


- LÀ - .±Ljt  -  tu, 

r  r.v 


vel 


_ (z-p.  —  2  /*(0)  )  Ijdy  =  v"dv,  unde,  integratione  ita  instituta,  ut 

rz  n  J 

fiat  v=zv'  posito  gzzhy  obtinetur 


ï  02 


Âa)  =  tf"  (I/  —  V')j 


V*  2 

% 

Tel,  quia  velocitas  v  præ  v"  perexigua  est,  motumque  inter 
O  et  D  (fig.  iS)  eidem  legi  obedire  ac  inter  D  et  A  ponere 
possumus 

■ — . - yz  zzz  v  ,v,  et - : -  rz  —  uz 

rz  2  3  r*  2 

unde 


v'  =  cl/i(l+Lsßil)) . 


XIX  .  .  .  I  v  —  ^.C  J/^  i  0+  —  XJ?  )  ; 


V2 

__  y2  „ 

u  =  —  .  u  . 
rz 


§.  2J. 

Ad  pressionem  fluminis  in  quodlibet  plani  punctum  deter¬ 
minandam  ,  repraesentet  fig.  20  sectionem  rivuli,  in  planum  ir¬ 
rumpentis,  horizontalem  atque  per  axem  CO  solidi  revolutionis 
transeuntem ,  quod  rivulo  hocce  constituitur  et  continuo  alitur. 
AA'  evadit  itaque  diameter  plani  resistentis  horizontalis.  Sit 
CCsssK,  tunc  guttularum  B  et  B",  ibi  sejungi  incipientium, 
suam  quælibet  curyam  BP;r  et  B  'PV;  quæ  æqualeg  similesque 


io3 


suDt,  describet,  usquedum  ante  marginem  plani  in  7T  et  n  iii 
flumen  liberum  redeunt.  In  quibuscunque  punctis  P  et  P'  hee 
guttuîæ  esse  cogitentur,  æqualibus  manifesto  viribus  normalibus 
sollicitentur,  necesse  est.  Ex  illustri  theoremate  B:ni  B’A  1  e  m-; 
bert  demonstratum  est,  motum  curvilineum  nullam  consumere 
vim.  Exinde  autem,  quod  ejusmodi  adsint  vires  normales,  mi¬ 
nuatur  necesse  est  summa  aquæ  impetus  in  planum;  exhibente 
enim  PN  (fig.  24)  totam  vim  normalem,  apparet  omnino  eam  il¬ 
lius  partem  NP,  quæ  in  directione  fluminis  est,  æqualem  vis  in 

* 

directione  fluminis  pP  impellentis  partem  destruere.  Guttula 
GO  (fig.  20)  e  contrario,  in  axe,  ubi  ab  PP' secatur,  sita,  nui-; 
ii  alii  reactioni  obnoxia  est,  quam  quæ  a  densitate  proprius  ad 
planum  crescente  oriatur.  Hinc  patet  flumen  in  M  et  O  inae¬ 
qualiter  premere.  Ut  pressus  in  M  determinetur,  sit  radius  o- 
seuli  'in  P  (  fig  24)  =  £,  pC  —  y9  pP  —  K  —  x  ~  PS 
(~  ds)  elementum  arcus,  dt  temporis.  Sit  quoque  Sq  tangenti 
parallele  ducta  et  $p  —  altitudini  aquæ  vi  normali  guttulæ  P  de- 

bilæj  tunc  evadit  êp  —  — (— )  ,  atque  vis  sub  tracti  va.  P  N' 

?g  dt 


=f-äT*=f  i 


dy  ds 
dt  dt 


Vf 


.1  ds 


1$ 


XX. 


gj  ç  dy 

quia  v  constans  per  totam  ordinatam  PM  posita  est;  quam  ta¬ 
men  suppositionem  disquisitionem  liaacce  rigorose  persequentes 


Vitare  debemus.  Ut  variatio,  quam  constantes  ipsius  curvas  in¬ 
ter  B  et  C  subeunt,  determinetur,  recordandum  est,  situm  pun¬ 
cti  B  a  cohæsione  aquæ  determinatum  iri;  differentiam  enim 
tensionis  ab  C  versus  B,  et  ab  p  versus  B,  valor  ipsius  a 

f  »  ,  ÊL  '  )  ' 

sequiparat  ( conf.  §.  20).  Hæc  vero  tensionis  differentia  est 


unde  summa  illius,  ab  C  ad 


B  sumta,  fit 


t 


Hunc  valorem  cum  æqu.  XIV  (  §.  20  )  comparando  facile 
patet,  valorem  ipsius  x.  in  fluido  indefinito,  constantibus  h  et  K, 
dimidio  minorem  fore,  quam  si  aqua  per  dimidium  perimetrum 
efflueret;  quæ  quidem  enuntiatio  per  se  clara  est,  quia  margo 


» 

plani  quadrati  in  fluido  indefinito  altero  tanto  major  est,  quam 


ejus,  quo  cum  experimenta,  ex  quibus  valor  numericus  ipsius  x 
determinatus  est,  instituebantur. 

Si  guttula  y  (fig.  24)  inter  C  et  B  ad  distantiam  ß  ab  axe 
sita  est,  patet  quidern  omnem  tensionis  diversitatem  ab  C  ad  y 
fore  a,  unde  linea  guttularum  y  C  ad  distamtiam  Kante  pia. 
num  non  dispergitur.  Sit  C'O  r=  K'  distantia,  ad  quam  guttu¬ 
la  y  vi  dispergenti  occumbit,  tum  determinabitur  K  ex  sequa- 
tione 


I 


vrNi HT 
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unde  patet,  K/  fore  =  o,  quando  /3  -  o,  h.  e.  guttulam  C  ad 
planum  usque  progredi ,  quod  quidem  per  se  patet.  Ex  valore 

ipsius  — izj-  (9)  ('§.  21)  sequitur,  nos  posse  0+^-z  f  (.ê)  )  vro 

constanti  habere,  unde 

h  ß 

T^K' 


ex  qua  aequatione  origo  abscissarum  orbitae,  quam  guttula  a  de¬ 
scribit,  <leterminanda  sit.  Transitus  hujus  guttulae  per  quam- 
cutnque  ordinatam  PM  aeque  facilis  est  determinatu;  totus  enim 
annulus  aqueus  concentricus,  qui  inter  B  et  y  est,  transeat 
ordinatam  PM  necesse  est  inter  P  et  y ",  Unde 
7 r  {hz  —  ß2)  c  =  2  7t  y  (ac  —  My')  v ; 

h.  e. 

ß zc  zz  2  tj  ( My 

__  ßzc 

2yv 

Conferentes  ordinatas  My  et  Ay"\  inveniemus 
2  7T  y  {My")  v=z2  7 r  r  (. Ay  ")  v" \  unde 

My  =  Ay"  X 

y  v 

et  quum  relatio  inter  v  et  v'  heic,  eâdem  argumentatione  adhi¬ 
bita  ac  in  §.  22,  obtineri  potest,  erit  ex  æqu.  XIX 

My’  Ay"  X  — 
y> 

Per  lias  æquationes  adcurata  pressionis  in  quodcuraque  pla¬ 
ni  resistentiae  punctum  determinatio  analysi  subjecta  est.  Quod 

i4 


ß2c 

')  v,  ideoque  My'zn  -  atque  py'  ss  K 

y 


e*=^=è 
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tamen  ut  rite  peragatur,  primo  intuitu  patet  variationem  velo¬ 
citatis  intra  unamquamque  ordinatam  debere  calculo  inferri. 
Quæ  vero  exinde  fluerent,  ea  ad  ultimum  vel  ex  valore  cohæ- 
sionis  aquæ  pendentia  forent,  adeoque  magis  minusve  incerta, 
usque  dum  accuratior  quansitatis  a  determinatio,  quam  in  §.  21, 
fieri  possit  ;  vel  ex  quantitatum  h  et  K  in  fluido  indefinito,  ex¬ 
perimentorum  via  facta,  determinatione,  quæ  magnis  difficulta¬ 
tibus  subesse  videtur.  Quum  autem  terminus  ille  subtractivus 
exigui  omnino  momenti  sit,  et  praeterea  determinatio  ejus  ope 

K 

valoris  ipsius  — .  in  §.21  allati,  ad  illam  saltem  motus  partem, 

ubi  velocitas  constans  tutissime  assumi  potest,  sine  majore  quo¬ 
dam  errore  fieri  posse  videatur;  id  respiciendum  puto,  ut  theo¬ 
ria,  prima  nondum  emensa  stadia,  non  complicetur.  Hæc  autem 
motus  pars,  ubi  velocitatis  variatio  minima  est,  ad  marginem 
plani,  ubi  accurata  determinatio  maxime  necessaria  est,  perop¬ 
portune  incidit. 

% 

§.  24. 

Aequationem  XX  considerando  patet,  variationem  ejus  pras- 

i 

cipue  a  radio  osculi  pendere,  qui  in  M  est  =r  — ,  in  P  autem 

0 

minimum  nanciscitur  valorem.  Velocitate  per  totam  ordinatam 
constante  assumta,  æquatt.  XVIII  et  XIX  locum  habebunt,  unde 

T 3  _  "  y 3 

X  zrz  X  — ,  atque  in  universum  My"  =  Ay"  x  — .  Si  ita— 

y  "  yl 

que  radius  osculi  in  y"  est  =  ç,  elementum  arcus  =  ds ,  erit 


w 
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±=  L±kîvJjl  .*1,  adeoque 
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l  ds-  __  s.  4  iMy") 

ç  '  dij  y*  -+•  9  {My"Y 

et  1. 

?  dy  r+9(Myy 

unde,  integrali  inter  My"  =;  o,  et  Afy"  =  x  =:  v,  —  sumto, 

*.  ^ 
evadit 


az  *  t  ds 

gJ  ?  '  d>j 

Hic  subtractivi  termini  valor  ad  marginem  plani  rigide  valet  ; 
quo  vero  propius  ad  plani  centrum  accedatnr,  eo  quoque  in¬ 
certior  evadit.  Quod  in  ipso  centro  O  fit  s=s  %  adeoque  deter¬ 
minari  nequit,  nisi  v  per  functionem  quandam  ipsius  y  expressa 
sit,  vel  vice  versa,  id  theoriae  culpa  minime  est;  theoria  enim 
rigorosa  originem  abscissarum  variabilem  assumat  necesse  est. 
Manifesto  autem  vitium  supponendi  velocitatem  constantem  ma¬ 
gis  magisque  notabile  evadet,  quo  major  ordinata  lit.  Ut  termi¬ 
nus  subtractivus  propius  ad  centrum  minuatur,  id  postulat  ge¬ 
neralis  phaenomenon  considerandi  modus.  Adhibere  idcirco 
plaeet  expressionem,  quam  pro  margine  plani  theoria  submini¬ 
stravit,  scilicet 


I*  2V 

6<p  —  -  log.  hyp. 


jc2  r6 


3g 


t 


)• 


.  log.  hyp.  (z  -J-  9 
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quam  simul  cum  vz  decrescere  pono.  Unde  effectus  impetus 
in  punctum  M  exprimetur  per 

_  * 

fa  2  V2,  K2 

- log.  hyp.  (/+;>--). 

4g  3  g  r 

Hic  pressionis  valor  exhibet  quoque  tensionem  guttulæ  M  in 
directione  fluminis.  Hæc  guttula,  quæ  stratum  aquæ,  piano  re- 
sistentiæ  adhærens,  tangit,  movetur  velocitate  v  et  perpendicu- 
lariter  omnino  directioni,  in  qua  pressio  consideranda  atque  de¬ 
finienda  est.  Idem  itaque  heic  casus  est,  ac  quum  fistula  Pito- 
tiana  angulum  rectum  cum  directione  fluminis  faceret,  vel  in  uni¬ 
versum  quum  aqua  profluens  stagnantem  tangit.  Suctio  quædam 
exstat,  unde  pressus  fluminis  diminutionem  patitur,  cujus  valor 

i  v2 

ex  prima  hujus  opellae  sectione  est  ss  —  .  —  .  Pressio  contra 

«  4g 

planum  in  puncto  M ,  quæ  II  vocetur,  evadit  itaque 


f  ,1  2.  v> 

=  log.  hyp. 

4g  3  g  r 


T 

n 


v4 


4g 


,  vel, 


quia  (§.  20 )  v2  .  c,  X  -  (i  +  -  2 

XX1'  n=^4g  ^  "7('-4s/^Jl0g-hyp'K-]+7)-^i 


§.  35. 

Pressione  itaque  in  puncto  M  repertâ,  facile  omnino  erit 
determinatu,  quanta  sit  fluminis  pressio  in  partem  plani  resisten¬ 
tis  adversam,  Si  hæc  pressio  ponatur  R ,  fiet 
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d  R  ss  n  .  27t  y  dy , 

valorem  ipsius  n  et  integrale  ab  y  0 ,  usque 
».  • 


unde  substituendo 
ad  y  = 

l=7gr*  ^“7c'+^yâ)  (7,08''yp-['+^]+^7>- 


—  r  sumendo ,  eruitur  pressio 


XXII.  R: 


voluminibus  aquæ  æstimata. 


Valor  anguli  9  ope  æquatt.  XVIII,  et  XIX  differentiando 
determinabitur  j  est  enim 


dx  r 

—  =  j  K  ,  - 

dy  y 


un  de 


tang  ô 


k 

37 


Valor  ipsius  -,  qui  in  §.  21  determinatus  est  =  tVô*  heic  = 
r 

üV<?  (§•  23)  poni  debet.  Ad  Z  J’  (9)  determinandam  æquatio  in 
§.21  allata  adhiberi  potest 

/  ,  „  /  .  r.  i  i  i  sin.  9  cos.  9 

—  S  /  (0)  =  —  ( — I - )  H - ( - )  — 

nj  2  n  m  2  n  m 
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COMPARATIO  THEORIÆ  CUM  EXPERIMENTIS'. 

§.  26. 

Ab  iis  hujus  theoriæ  momentis  initium  fiat,  in  quibus  cum 
praecedentibus  convenit,  scilicet  in  eo,  quod  docet,  resistentiam 

esse  superficiebus ,  nec  non  quadratis  velocitatum  proportionalem. 


t 


no 


"WNMT 


Ideam ,  ex  qua  phaenomenon  resistentiae  deducere  studui , 
contemplanti  statim  patet,  fieri  non  posse,  ut  valor  resistentiæ 
absolutus,  si  ab  r  3  o,  ad  quem  alium  cumque  valorem,  cohæ- 
sione  aquae  multo  majorem,  sumatur,  sit  superficiei  proportio¬ 
nalis.  Ex  theoria  enimj  omni  rigore  adhibito,  alia  omnino  pro¬ 
dit  expressio  pressionis  columnae  mediae,  cujus  basis  est  =  ttål) 2, 
aliaque  annuli  concentrici,  cujus  basis  est  =  tt  (r2  — •  h2). 
Theoria  itaque  lioc  respectu  praesentiam  terminorum  indicat,  qui, 
si  de  superficiebus  valde  parvis  quaestio  fuerit,  minime  negligi 

h  .  %  . 

possunt.  In  20  manifestatum  est,  quantitatem  -  a  veloci- 

K 


täte  fluminis  pendere;  quæ  relatio  si  ad  h  aliquo  modo  pertineat, 
sequitur  omnino  ex  æquat.  XIII  (§.  19),  v"  non  esse  ipsi  c  sim¬ 
pliciter  proportionalem  —  unde  efficitur,  ut  resistentia  neque  sit 
quadrato  velocitatis  constanter  proportionalis.  Theoria  indicat 
itaque,  rationem  memoratam  non  pro  quibuscumque  dimensioni¬ 
bus  atque  velocitatibus  valere,  quemadmodum  viam  quoque  mon¬ 
strat  ,  qua  ad  correctionem  hoc  respectu  idoneam  perveniri 
possit.  (1) 


l)  Haec  diluere  forsan  possunt  pugnam  inter  experimenta  D:ni 
Horda  (Experiences  de  la  resistance  des  fluides,  Mem.de  l’Acad. 

Hoy.  1765,  1767),  ex  quibus  resistentia  magis  quam  superficies 

* 

cresceret,  atque  omnia  aliorum.  At  fieri  etiam  potest,  ut  illius 
experimenta  in  fluido  indefinito  non  facta  sint. 


UI 
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Iis  vero  dimensionibus,  ea  velocitate,  eo  denique  gradu  prae¬ 
cisionis,  quæ  in  experimentis  de  hac  re  institutis  occurrunt,  nul¬ 
lus  omnino  ex  ejusmodi  suppositione  oriri  potest  error,  qui  ju¬ 
re  negligi  nequit.  Eandem  rem  experimenta  quoque  comproba¬ 
re  videntur,  quamquam  interdum  ex  ipsis  aliud  concludere  multi 
voluerunt. 


Varia  omnino  experimenta,  quæ  modum  respiciunt,  quo 
resistentia  a  superficie  pendet,  N.  E.  continent;  primum  scilicet 
cum  naviculis  inæquali  latitudine,  sed  æque  depressis.  'lunc 
reperiebatur  ’’que  la  resistance  augmente  dans  une  raison  un 
peu  plus  grand,  que  n’  augmente  l’etendue  de  la  surface.” 
Puppis  autem  unius  naviculae  N:o  2,  majoris  scilicet,  cuneus 
amputatus,  quum  e  contrario  minoris  integer  erat,  et  alterius 
latioris  puppis  (N.o  5)  plana  erat.  Differentia  inter  N.o  1  et 
N.o  3  major  erat,  quam  inter  1  et  2.  Effectum  diversitatis 
formæ  puppis  experimenta  aBossut,  Beaufoy,  af  Chap¬ 
in  an  etc.  instituta  extra  omne  dubium  posuerunt,  unde  illa  ex¬ 
perimenta  eandem  quidem  rem  confirmant,  minime  autem  ef¬ 
fectum  inaequalitatis  superficiorum  in  valorem  resistentiae  abso¬ 
lutum  demonstrant.  —  Deinde  experimenta  cum  eadem  navicula, 
at  inaequaliter  demersa  occurrunt.  Heic  quoque  differentia  quae¬ 
dam  ,  contrario  autem  sensu,  reperiebatur.  Effectus  denivellatio- 
nis,  ab  Auctore  in  transcursu  memoratus  quamquam  non  de¬ 
terminatus  ,  ad  pugnam  repertam  solvendam  heic  sufficit.  Inter 
E.  H.  duo  occurrunt,  quæ  hanc  rem  determinant.  Ia  hisce 
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experimentis  instituendis  id  in  universum  observatum  est,  ut 
naviculæ  sub  aqua  profunde  demersae  essent;  sed  quo  illa  expe¬ 
rimenta  cum  Gallicis  directe  comparari  possent  ;  navicula  quae¬ 
dam  (N:o  i)  facta  est  ejusdem  formae  atque  magnitudinis,  ac 
ea  quam  Boss  ut  in  posterioribus  suis  experimentis  fig,  87  de¬ 
scribit.  Cum  hac  navicula,  primum  aquam  supernatante  (N:o 
i  (a)  )  ,  deinde  in  eadem  demersa  (N:o  1  (b)  ) ,  experimenta  fa¬ 
cta  sunt.  Parte  plana  præeunte  et  navicula  nante,  pro  una 
tantum  velocitate  frictio  determinata  est,  scilicet  pro  2~°  ped. 
Svec,  quolibet  min.  sec.,  quo  casu  denivellatio  centralis  erat 
—  0,20  ped.  Svec.;  et  resistentia,  frictione  apparatus  deducta, 
=  19,17  marc.  Svec.  Parte,  quæ  supra  aquam  erat,  deinde 
sublata,  residuum  ejusdem  figurae  2¥°^°  ped,  quolibet  min.  See, 
Subter  aquae  superficiem  percurrebat,  resistentiâ  —  16,81  marc. 
Ut  posterior  velocitas  in  priorem,  libera  omni  objectione,  redu¬ 
ceretur,  naviculam  N:o  1  (b)  pro  omnibus  ejus  velocitatibus  ex¬ 
pertis  calculo,  subjeci,  et  quæ  sequens  tabula  continet  obtinui. 


25  ped.  Svec. 

Resistentia  in  mare.  Svec. 
aestimata 

percurreban¬ 
tur  min.  se¬ 
cundis 

ex  experi¬ 
mentis  re¬ 
perta 

ex  quadrato 
velocitatis 
calculo  sub¬ 
ducta 

Differentia 

24,75 

0,10 

basis 

1 5,8o 

7>57 

7,61 

4-  o,o4 

12,5o 

12,08 

12,1 5 

-  0,20 

10,75 

16,81 

i6,45 

—  o,58 

9,5° 

2  1,55 

21,00 

—  o,5o 

îfr-— 
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Reducendo  velocitatem  naviculæ  N:o  i  (b)  in  */3°,  fit  resi¬ 
stentia  ~  i5,7o  marc.,  unde  differentia  0,47  marc,  denivellatio- 
ni  debetur.  Pupppis  cuneus  erat,  cujus  latera  524°  24'  inter  se 

faciebant.  Resistentia  hujus  naviculæ  N:o  1  (b)  reperiebatur 

c2- 

—  0)07  •  71  r*  • — 1  voluminibus  aquae  definita.  Si  ambæ  ex- 

4g 


4g 


tremitates  planæ  fuissent,  resistentia  sine  omni  dubio  ?r  r2 
ut  N.  E.  edunt,  prope  accessisset,  unde  analogia 
0,67  :  1  :  :  19  mare,  :  28  mare, 
resistentiam  parallelepipedi  dare  debet,  si  exigua  depressionis 
aquæ  ad  puppim  differentia,  quæ  computari  nequit,  omissa  fue¬ 
rit.  Ex  fractione  3vV  eruitur  effectus  denivellationis  —  0,12 

o 

c * 

X  ’S  rz  .  — ,  sectione  naviculæ  quadrata.  Ex  his  omnibus  cum 
4g 

experimentis  gallicis  comparatis  apparet,  effectum  denivellationis 
ad  aberrationem  in  proportione  resistentiarum  et  superficierum 
explicandam  sufficere.  Eandem  consequentiam  gallici  quoque 
experimentatores  duxerunt  (2) 


§.  27. 

Si  dignitatem  velocitatis  adhibendam  respexeris,  variant  omni¬ 
no  experimenta.  N.  E  Postulant  exponentem  duobus  majorem. 
Experimenta  D:ni  Beaufoy,  annis  1796  et  1 797  instituta  eundem 


Dt)  N.  E.  pag.  175. 


i5 
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minorem,  anno  1798  autem  majorem  duobus  indicant.  3)  Ne¬ 
que  E.  H.  inter  se  de  hac  re  conveniunt,  alia  enim  exponen¬ 
tem  duobus  majorem,  alia  minorem  exhibere  videntur;  diffe¬ 
rentia  tamen  exigua  est. 

*  I 

In  N.  E.  frictio  apparatus  perquam  simplicis,  ope  ponde¬ 
rum,  ad  illum  ex  quiete  in  motum  ciendum  necessariorum,  de¬ 
terminata  ,  reperiebatur  tota  circiter  T|~^  tantum  vis  moventis 
esse.  Huic  tamen  tanto  commodo  illud  incommodum  in  his  ex¬ 
perimentis  junctum  erat,  quod  pars  resistentiæ,  quæ  denivella- 
tioni  competit,  in  universum  4)  determinari  nequeat.  I11  expe¬ 
rimentis  anglicis  frictio  apparatus  prolixi,  ex  trochleis  funibus 
etc.  compositi,  pondere  ad  motum  excitandum  necessario  deter¬ 
minata  est,  medium  scilicet  interea  sumendo,  quæ,  quando  mo¬ 
tus  cum  adseensu  ponderis  moventis,  tum  descensu  efficiebatur, 
hoc  modo  obtinebantur.  Multitudo  funium  et  trochlearum,  in 


5)  af  Chapman  (Sv.  Vet.  Acad.  Handl.  1795.  Sect.  2  pag,  93)  di¬ 
cit  5>att  den  gamla  satsen,  att  motståndet  förhåller  sig,  som  qua- 
dralen  af  hastigheten  är  lika  sa  falsk,  soin  att  motståndet  för¬ 
håller  sig  som  quadraten  af  anfallsvinkelns  sinus”.  Utrum  hoc  au¬ 
tem  ab  experimentis  ejus  sequitur,  nec  ne,  minime  narratur» 
Experimenta  ejus  examinari  nequeunt. 

4)  In  universum  inquam,  quia  inter  N.  E.  quaedam  experimenta  oc¬ 
currunt,  quorum  mutua  comparatione  effectus  denivellalionis  ex¬ 
terminari  queat,  vid.  §.02. 


sfr  —  —  rts  (fcätat— * 
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hisce  experimentis  adhibitarum,  suspicionem  quidem  commoyet, 
perquam  inæqualem  vim  ab  ipso  apparatu  absorptam  fuisse  inter 
o  et  io±  ped.  velocitatem.  Hæc  tamen  in  fidem  horum  expe¬ 
rimentorum  animadversio  non  sola  est.  Navicula,  quacum  expe¬ 
rimenta  fiebant,  ad  altitudinem  6  ped.  sub  aquee  superficie  a 
corpore  quodam  supernatante,  naviculae  ipsi  virgis  ferreis  juncto, 
ducebatur.  Si  hae  notabilem  admitterent  flexum  (flèche,  gall.) 
linea  naviculæ  media  cum  ductoris  parallele  ire  non  potuit,  et 
resistenlia  exinde  aucta  flexum  quoque  augebat.  Neque  fieri 
potuit,  ut  ductor  ipse,  quum  solus  iret,  eundem  in  aqua  ßitum 
servaret,  ac  cum  navicula  junctus,  nisi  punctum  tractus  in  ipso 
centro  resistentiae  positum  adeoque  pro  diversis  naviculis  diver¬ 
sum  fuisset  5);  de  his  vero  ab  illo  nihil.  Tensio  funis  ducen¬ 
tis  ratione  numeri  trochlearum  mobilium  supputata  erat.  Incer¬ 
tum,  quod  determinationi  resistentiae  naviculæ  adhaeret,  cum  de¬ 
terminatione  erronea  resistentiae,  quæ  soli  ductori  competit,  vel 
augeri  vel  minui  potest.  Velocitate  —  1,69  ped.  angi.,  erat  ex. 
gr.  ductoris  et  parallelepipedi ,  cujus  sectio  erat  1  ped.  angi, 
quadr. ,  juncta  resistentia  —  5,44  1.  b.  s.  avoir  dupoids,  quorum 
3,09  tantum  parallelepipedo  soli  competebat.  In  hisce  vero  ex¬ 
perimentis  naviculæ  in  aqua  prorsus  demersae  atque  ideo  expe¬ 
rimenta  ab  incertitudine,  ex  denivellatione  oriunda,  libera  erant. 
Eodem  commodo  E.  II.  quoque  gaudent  Ibi  vero  multiplicari« 


5)  Quid  valeat  hæc  res,  ex  experimentis  D:ni  a  Chapman  apparet’ 
1.  c.  pag.  84. 


do  velocitatem  corporis  cadentis  non  ope  trochlearum,  sed  mo¬ 
do,  a  D:no  Boss  ut  in  posterioribus  ipsius  experimentis  adhibi¬ 
to,  major,  qua  naviculae  ferebantur,  velocitas  efficiebatur. 
Frictio  pluribus  experimentorum  seriebus,  diverso  pondere  df- 
versaque  velocitate,  examinata  est.  Exinde  abnormitas  appara¬ 
tus  reperiebatur.  velocitate  —  3^  ped. ,  esse  =  mare. 

Quum  jam  ultima  experimentorum  classis  simul  sumta  postu¬ 
let,  ut  resistentia  sit  quadrato  velocitatis  quam  proxime  propor- 
tionalis-ceteræ  vero  duæ  ab  illa  contrario  inter  se  modo  discre¬ 
pent;  jure  quidem  experimenta  censenda  sunt  hanc  theoriæ  par¬ 
tem  confirmasse,  ita  ut  hæc  simplex  functio,  per  quam  expres¬ 
sio  resistentiae  ex  velocitate  pendet,  approximate  prorsus  certa 
putari  possit,  respectu  velocitatum,  quibuscum  experimenta  ia 
universum  facta  sunt«. 

§.  28. 

Jam  ad  comparationem  inter  experimenta  eaque  hujus  theo¬ 
riae  momenta  transgrediendum  est,  quæ  in  ceteris  theoriis  vel 
nullo  prorsus  vel  alio  modo  tractata  sunt,  Æquationem  XVIII 
immediate  examinare  non  potui.  Praeter  experimenta,  quæ  ad 
æqu.  XïX  probandam  institui,  nulla  equidem  scio  huic  fini  apta. 
Sequens  tabula  consequentias  continet.  Differentia  inter  theo¬ 
riam  atque  experimenta  fuisset  necessario  multo  minor,  si  ip¬ 
sa  æqu.  XIX  calculo  subducta  fuisset;  verum  tamen  quum  ve- 

ff  ~ 

V  2 

locitates  per  formam  -  in  observationes  ingrediantur,  tabulam 
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quoque  secundum  eandem  legem  disposui.  Mensuræ  lineis  dec, 
Svec.  delinitæ  sunt. 


Experimen¬ 
tum  citatum 

v"z 

4g 

Differentia 

ex 

theoria 

ex 

experimentis 

a 

6>x 

-0 

c 

0 

—  0)9° 

N:o  i3.< 

1  b 

1  1,2 

1 1,66 

—  o,46 

1  c 

i4,5 

14,75 

-  0,25 

1  d 

29,6 

28,75 

—1“  o,85 

In  hisce  observationibus  difficultas  rite  metiendi  maxima 
omnino  est*  velocitatibus  minimis.  Theoria  terminos  quosdarn 
subministrati  qui  quidem  impediunt,  quo  minus  v'  et  c  prorsus 
proportionales  sint,  quibuscum  tamen,,  ob  causas  jam  (§,  22) 
allatas,  calculum  obruere  nolui*  Magnus  de  cetero  praecisionis 
gradus  heic  minime  sperandus  est,  imprimis  ob  difficultatem 
planum  flumini  exacte  verticale  convertendi.  Inter  experimenta 
heic  allata  N;o  10  (b)  hoc  respectu  tutissimum  est. 

§*  *9- 

Præ fer  experimenta,,  quae  ipse  institui  et  huic  tractatui  sub¬ 
junxi,:  nulla  equidem,  nisi  quæ  in  E.  H.  occurrunt,  quorum 
ope  æqn.  XXI  examinari  possit,  scio,  *)  quæ  vero  quum  velo- 

*)  Experimenta  Dubuatii  heic  pertinentia  §.§.  442 — 45i  non  com¬ 
putari  possunt,  cum  in  fluido  indefinito  non  instituta  sini  (CtV 
§.  3  hujus  Discertationis);  De  iis,  quae  §.  474  affert,  idem  valet, 
cum  Auctor  non  indicat  distantiam,  a  centro  foraminis  lateralis* 
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cîtatibus  perexiguis  instituta  sint  et  error  æque  magnus  in  par¬ 
va  ac  in  magna  altitudine  pressionis  observanda  committi  pos¬ 
sit  ;  sequitur  omnino  ejusmodi  observationes  magnam  fidem  sibi 
vindicare  non  posse.  Eas  tamen  calculo  subduxi.  Experimenta 
ordine  velocitatum  posita  sunt. 


Citatio 

experimenti. 

y_ 

r 

Altitudo 
velocita¬ 
ti  (c)  flu¬ 
minis  de¬ 
bita. 

Altitudo  pressi ( 
dec.  defin 

I11  puncto  M 

mis  im. 
ita. 

Differentia. 

ex 

experim. 

ex 

theoria 

1 

Experim.  N:o  16 

o,(j5o 

5.37 

/ 

2,1 5 

1,2  1 

—  ©,92 

2 

E.  H.  1  pag.  029 

0,278 

6,4 

5,85 

6,07 

-+•  0.5  2 

5 

idem 

0,557 

6,4 

5,96 

5,8 1 

—  o,i4 

4 

id. 

o,855 

6,4 

5,25 

5,44 

—  1,81 

5 

Exper.  N;o  10  (a) 

o>976 

6,5 

1,0 

o,85 

—  0,17 

6 

E.  H.  I  p.  029 

0,278 

9’1 

8,85 

9,o5 

-f-  0,20 

7 

id. 

0,507 

9»1 

8,75 

8,27 

—  o,48 

8 

id. 

o,855 

9’1 

8,00 

4,89 

— •  5,i  1 

9 

Exper.  N  o  1 5  (b) 

0  976 

12,0 

o,5 

1,52 

*4"  1,02 

10 

Exper.  N;o  i5  c 

0  976 

1 5,5 

o,5 

1-97 

-4-  1,47 

1  i 

Exper.  i\:o  i5  d 

0,976 

61,75 

2,5 

4,o5 

■■■|  1  jOO 
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Exper.  N:o  3 

e, 962 

54, 0 

6,5 

6,29 

-  0,21 

1 5 

Exper.  N:o  1 4  a 

0,625 

4i,5 

56,5 

55,5 

-  1,20 

i4 

Exper.  N:o  i4  (b) 

0,960 

4i,5 

io,5 

9^9 

-  1,2  I 

|ib| 

Exper.  N:o  i5. 

0,962 

42,1 

5,4 

7)79 

"4“  4,09 

Quæ  a  theoria  maxime  discrepant  experimenta  8  et  i5, 
ea  in  diversas  partes  abeunt.  Neque  observationes  unius  lin. 
dee,  certitudinem  admittunt.  In  exp.  i,  g,  i5  et  i4  altitudo  in¬ 
strumenti  £  maxime,  in  5,  io,  11,  12  et  16  circiter  y  atque  in 
a,  5 ,  4,  6,  7,  8  prope  J-  profunditatis  fluminis  erat.  Multum 
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tamen  .latitudo  fluminis  horizontalis,  in  cujus  directione  apertu- 
ræ  factæ  erant,  ad  minimum  scilicet  ia:cies  et  quidem  usque  ad 

8o:gies,  ut  in  exp.  10,  11,  12,  10,  ii  et  i5,  plani  excedebat. 
Quod  vero  ad  abnormitatem  experimentorum  attinet,  observan¬ 
dum  quidem  est,  quod,  quum  observationes  pressionem  ad  mar¬ 
ginem  plani  respicerent,  perexiguae  omnino  quantitates  metiendo 
eruendae  essent.  Facile  quidem  in  experimentis  1,  2,  5,  4,  5, 
6,  7»  9>  et  i4  erat  instrumentum  flumini  verticaliter  con¬ 

vertere;  in  experimentis  autem  10,  11,  22  et  i5  non  item. 
Ob  magnam  aquæ  velocitatem  cum  exigua  inter  altitudinem  in¬ 
strumenti  ct  profunditatem  aquæ  ratione  atque  plana  puppi  jun¬ 
ctam,  experimentum  N:o  i5  in  fluido  indefinito  factum  censeri 
forsan  nequeat.  Quod  si  ita  sit,  potest  omnino  exigua  ad  mar¬ 
ginem  plani,  quæ  ibi  locum  habebat,  pressio  ex  eo  explicari, 

IV 

quod  suctio  (terminus  —  .  - )  ex  majore  revera ,  quum  in 

n  4g 

calculo  adhibita  est,  velocitate  penderet  —  calculus  enim  pres¬ 
sione  in  centro  plani,  ut  mensura  velocitatis  fluminis,  usus  est. 
Idem  in  exp.  12  casus  non  incidit,  quamquam  eodem  ac  exp. 
i5  cubo  factum  est  —  ea  enim  intercedit  discrepantia,  quod  in 
exp.  12  cubus  longa  atque  adeo  acuta  puppi  (cujus  angulus  to¬ 
tus  =  26°)  ornatus  erat. 

§.  5o. 

Ex  æqu.  XXII  pressio  aquæ  in  partem  plani ,  in  fluido  indefini¬ 
to  positi,  adversam  est 

c  2 

=  0)683  X  .  — 
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in  voluminibus  aquæ  definitæ,  h.  e.  quando  pondus  unius  volu¬ 
minis  aquæ  ponitur  zr:  i. 


Inter  E.  H.  specialis  quædam  hanc  rem  directe  examinans 
pervestigatio!  occurrit,  quæ  non  tantum  pressionem  in  diversis 
plani  punctis  observando,  sed  etiam  ope  tubuli  cujusdam  Pitotia- 
ni,  cujus  orificii  apertura  planum  æquabat  et  latera  valde  tenuia 
erant,  facta  est.  Priori  observandi  modo  obtinebatur  omnis  in 

c a 

partem  plani  adversam  pressio,  velocitate  minori,  =  0,688  7rra  .  — , 

4g 


c 2 

velocitate  autem  majori,  zz:  0,703  .  71  r2-  .  — 6).  Posteriori  au- 

4g 


tem  modo  adhibito,  fiebat  pressio,  velocitate  minori,  zzz  0,688 

cz  c 2 

T>  r2  *  —  et  velocitate  majori,  =3  0,36  7t  r2  ,  — .  Hic  Yalor, 

\ g  4g 

utpote  qui  casui  cuidam  fortuito  subjectus  videatur,  rejiciendus 

omnino  est  —  medius  vero  ex  ceteris  tribus  valoribus  est  =  0,633 


6)  E.  H.  P.  I.  pag.  55 5. 

:*)  Dubuat  (1.  c.  Tom.  II,  §.  4/4)  Experimenta  alfert  cum  plano, 

6a5  foramina  habente,  cum  medius  valor  pressionis  rr  i,o45  — 

4 g 

erat.  Foramen  centrale,  aliis  reclusis,  1,0 67  dabat;  foramen  vero 
in  margine  o,3i8.  Cum  vero  silum  horum  foraminum  alias  non 
determinat  experimentum  hoc  computari  non  potest.  Pressio¬ 
nem  mediam  fere  aequalem  esse  centralæ,  cum  pressio  margina¬ 
lis  non  tertiam  ejus  complet  partem  contradictionem  involvit. 
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Quæ  ex  experimentis  de  resistentia  proprie  factis  consequen¬ 
tiae  ducuntur,  eæ  multo  magis  implicitæ  sunt,  inter  quas  resi¬ 
stentia  integra  paralleiepipedi  cylindrique  maximam  servat  sim¬ 
plicitatem,  utpote  quae  ex  pressione  aquae  in  partem  adversam 
et  suctione  in  parte  aversa,  nec  non  ex  frictione  ejusdem  in  la¬ 
tera  constet.  Ultima  resistentiae  pars  ex  longitudine  naviculae 
praecipue  pendeat  necesse  est.  Experimenta  in  N.  E.  N:s  3i, 

54,  36,  5g  (Navicula  N:o  3)  cum  exp.  N:s  52,  53  54,  55  (Na¬ 
vicula  N:o  4)  comparando,  evidentissime  exinde  concluditur,  fri¬ 
ctionem  lateralem  harum  navicularum,  quarum  illa  6  pieds  i 
pouce,  hæc  2  pieds  1  pouce  longa  erat,  notabilem  valorem  mi¬ 
nime  obtinere.  Evidentissime  inquam ,  quia  exiguus  rotundita¬ 
tis  puppis  in  velocitatem  naviculae  N:o  4  effectus  eodem  modo 
ac  frictio,  h.  e.  ad  velocitatem  hujus  naviculæ  majorem  effici¬ 
endam,  egerit  necesse  est.  Experimenta  tamen  manifestant,  na¬ 
viculam  longiorem,  vi  trahente  eadem,  paullo  celerius  ivisse. 
In  hanc  tamen  consequentiam  non  nisi  relativam  neque  frictio 
apparatus,  neque  resistentia  aeris  vel  denivellationis  effectum 

.  .  .  I 

quendam  exserit.  7) 

Beaufoy  e  contrario  ex  suis  experimentis  nominatim  con¬ 
clusit,  frictionem  secundum  latus  naviculæ  (quoad  superficies 
ejus  tantum  aquæ,  quantum  posset,  absorbsisset) ,  esse  =  0,012 


7)  Eandem  consequentiam  auctor  quoque  ipse  ex  hisce  experimentis 


duxit.  N.  E.  pag.  174. 
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lbs  avoir  du  poids  pro  superficie  unius  ped.  quadr.  angi.,  velo¬ 
citate  =  1,69  ped.  angl.  quolibet  min  sec.  8)  superficies  navi¬ 
culae  N:o  3  in  N.  E.  aquam  perstringens  naviculæ  N:o  4  ali¬ 
quantulum  amplius  i4  pieds  carrées  excedebat.  Hinc  itaque  na¬ 
vicula  ]^;o  3  cum  velocitate  eadem  mota,  resistentiam  0,18  lbs 
avoir  du  poids  circiter  majorem  pati  debuisset;  velocitate  vero 
in  experimentis  01  et  52  c.  2  pieds  excedente  et  frictione  præ- 
terea  ex  experimentis  D:ni  Beaufoy  paulo  minus  quadrato  ve¬ 
locitatis  crescente ,  foret  omnino  excessus  resistentiae  naviculae 
N;o  3  supra  naviculae  N:o  4  =  4  onces  vel  i  marc;  quæ  qui¬ 
dem  quantitas  frictionem  totius  apparatus  fere  æquipollet,  ubi 
tanta ,  quanta  in  experiinentisN:is'  XXXI  et  LII,  vis  trahens 
adhibita  est.  Hinc  sequitur,  frictionem  a  D.no  Beaufoy  de¬ 
terminatam  nimiam  esse«, 

§•  $!• 

Jam  ad  valorem  totius  resistentiae  parallelepiped! ,  cubi,  ey- 
lindrive,  (quorum  axes  directionem  motus  servant)  ex  theoria 
erutum,  cum  eo  comparandum  transgrediar,  qui  ex  omni  expe¬ 
rimentorum,  copia,  quæ,  quantum  sciam,  huic  examini  apta 
esse  possint,  fluat. 

Adhibito  valore  ipsius  —  =  o,2i5  in  5:to  allato,  erit 

in  *  f 

ex  hac  theoria  tota  paralleleprpedi  cylmdrive  resistentia 


8)  The  Report,  pag,  24.  Arbore  aquâ  satiata,  ponit  frictionen* 
==  o,oi4  lbs. 
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I 


c* 

=  0,898  X  *  r*  •  — » 

4g 

qui  valor  examini  omnium  experimentorum  huc  usque  facto¬ 
rum  subjiciendus  est.  Hanc  vero  experimentorum  copiam  adln- 

« 

biturus  probe  distinguat  oportet,  non  tantum  quid  ex  impetu 
atque  suctione  aquae  pendeat  et  quid  aliis  causis  tribuendum  sit; 
verum  etiam  naturam  hujus  suctionis  dignoscat.  Ex  experimen¬ 
tis  N:s  2  et  o,  quæ  jam  (§,  5)  citavi,  patet  omnino,  suctionem 
in  partem  plani  tenuis  aversam  esse  pluries  majorem  suctione 
in  puppim  cylindri  vel  parallelepipedi.  Hoc  ideo  afferre  volui, 
quia  illi  assertioni  convenienter  censeo  ea  experimenta,  quæ 
cum  navicula  N;o  21  facta  in  N.  E.,  cum  navicula  N:o  88  apud 
Bossut,  nec  non  cum  planis  S  et  T  (Table  I.  part.  3)  apud 

i 

Beaufoy  occurrunt,  non  ad  illum  ipsius  —  valorem  referri 

tn 

posse,  quem  ad  determinationem,  de  qua  quæstio  est,  facien¬ 
dam  theoria  assumsit.  Experimentum,  quo  impulsus  hanc  di¬ 
stinctionem,  ab  aliis  auctoribus  9)  jam  observatam,  feci,  non. 
tantum  in  N.  E.  sed  etiam  apud  Bossut  et  Beaufoy  confir¬ 
mationem  reperit.  Experimenta  cum  naviculis  N.s  21  et  22  in¬ 
stituta  (N.  E),  utpote  qnæ  observantibus  ipsis  minus  certa  vi¬ 
derentur  non  communicare  primum  consilium  fuit;  sed  ob  mu¬ 
tuum  tamen  concentum,  proprio  quamvis  capite,  allata  sunt,  to) 


9)  Young  î.  pa g.  5o5. 

10)  N.  E.  pag,  122. 


ia4 


Experimenta  N:is  i,  4,  7  cum  hac  navicula,  nec  non  exp, 
N:o  LXXXII  apud  Bossut  cum  navicula,  fig.  88  descripta, 
Nordmark  11)  calculo  subjecit.  Quæ  ex  hisce  computationi¬ 
bus  eruta  sunt,  ea  ex  sequenti  tabula  apparent.  Beaufoy  re¬ 
sistentiam  plani  sub  diversis  velocitatibus  prodit.  12) 

Totius  resistentiae  valorem  sub  1,  2,  5,  4  et  5  ped.  velo¬ 
ci 

citate  ego  supputavi.  In  altera  columna  quantitas  7fr1.  — 
unitatis  loco  posita  est. 


Citatio  experimenti 

Resistentia 
integra  quan- 
c2 

do  —  “  i 

4g 

Diminutio  ob 
pressionem 
partis  adver¬ 
sae  ex  theo¬ 
ria  erula. 

Suctio 

puppis 

N.  E,  fig.  21  N:o  i. 

i,54 

0,68 

0,66 

4. 

i,43 

o,68 

o,?5 

7- 

1,82 

0,68 

1  ,i4 

D:ni  Bossut  fig.  88  N:o  82 

i,48 

o,68 

0,80 

D:ni  Beaufoy  vel.  1,  ped. 

1,00 

0,68 

o,65 

1,47 

0,68 

°»79 

5„ 

1,25 

0,68 

0,67 

1,20 

0,68 

o,55 

1,21 

0,68 

o,53 

Exp.  opellae  f  N:o  2 

— 

0,90 

subjunct  \  5 

— 

j 

0,68 

Dubuat  Tom.  II.  $ 

.  46&  et  (jj.  474  o,4i  à  0,67 

11)  Principes  etc.  p agg.  117  et  126. 

12)  Quum  auctor  tabulam  in  Annals  of  Phil.  Oct.  181 5  png.  278  al¬ 
latam  erroneam  (erroneous)  judicaverit  aliamqiie  mihi  misit,  eam 
heic  impertiendam  puto.  Vide  tabulam  Bfc 
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12  3 

# 

11  square  foot  et  the  lieighl  of  each 
velocities  of  1,2,  3,  4,  5,  6  feet 

Voir. 

,'imental  resistances. 

' 

" 

Feet 

Feet 

lbs 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 1 

12 

0,01 56 
0,0621 
o,i399 
0,2487 
o,3886 
0,5596 
0,7616 
o,9948 
i,259o 
i,5544 
1,8808 
2,2383 

°>97‘ 

3,38( 

8,741 

i5,5' 

24,2 

34,9 

47,6 

62.1 
7  8,6 

97.1 

117» 

i39, 

Feet  per  se< 
Plus  pressure  of  1  < 
Subtract  col»»  6  from 

9.  10. 

1 1. 

12. 

68,87 

I  79-983 

84,28 
98, °4 

101,10 

1 17,86 

»19,29 

*39,49 

Plus  et  Minus-press 
Ditto 

81,96 
84, 4i 

ioi,44 

io4,o7 

123,00 

125,71 

i46,62 

i49,34 

- 

Plus  et  Minus-pressi 
Ditto 

71,35 

74,6i 

88,46 

9',98 

107,40 

111,09 

128,20 

i3i,95 

Plus  et  Minus-pres:  j  23,ib2 
Ditto  1  22,069 

28,3oi 

27, 4i 

33,91 

33,33 

4o,02 

39,83 

Plus  et  Minus-pres 
Ditto 

21,727 
18, 563 

26,929 

23,5i7 

32,69 
29, i3 

3g,ol 

35, 4o 

- 

Plus  et  Minus-pres; 

Ditto  w 

28,802 

35,25 

42,3 1 

49,9s  j 

(conf.  th 

• 
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Experimenta  N:is  i,  4,  7  cum  hac  navicula,  nec  non  exp. 
N:o  LXXXII  apud  Boss  ut  cum  navicula,  fig.  88  descripta, 
Nordmark  11)  calculo  subjecit.  Quæ  ex  hisce  computationi¬ 
bus  eruta  sunt,  ea  ex  sequenti  tabula  apparent.  Beaufoy  re¬ 
sistentiam  plani  sub  diversis  velocitatibus  prodit.  12) 

Totius  resistentiae  valorem  sub  1,  2,  5,  4  et  5  ped.  velo- 

cx 

citate  ego  supputavi.  In  altera  columna  quantitas  7C  rz  . 
unitatis  loco  posita  est. 


Resistentia 

Diminutio  ob 

Citatio  experimenti 

integra  quan- 

C2 

pressionem 
partis  adver- 

Suctio 

C-. 

0 

1' 

II 

sæ  ex  theo- 

puppis 

4g 

ria  erui  a. 

N.  E.  fig.  21  N:o  1. 

1,54 

0,68 

o,66 

4. 

i,43 

o,68 

0,73 

7- 

1,82 

0,68 

i,i4 

D:ni  Bossutfig.  88  N:o  82 

i,48 

0,68 

0,80 

D:ni  Beaufoy  vel.  1.  ped. 

i,3o 

0,68 

o,65 

i,47 

0,68 

°>79 

sn 

1,25 

0,68 

0,57 

4)5 

1,23 

0,68 

Oj55 

5» 

1,21 

0,68 

o,53 

Exp.  opellæ  f  N:o  2 

— 

0,9° 

sub  ju  net  \  5 

— 

0,68 

Dubuat  Tom.  II.  § 

46&  et  474  o,< 

ii  à  0,67 

11)  Principes  etc.  pagg.  117  et  126. 

12)  Quum  auctor  tabulam  in  Annals  of  Phil.  Oct.  i8i5  pag.  278  al¬ 
latam  erroneam  (erroneous)  judicaverit  aliamqiie  mihi  misit,  eam 
heie  impertiendam  puto.  Vide  tabulam  B* 


TABLE  iah. 


1  2  3  4  5  6  7 


Feet 

Feet 

lbs 

lbs 

lbs 

lbs 

Exponent 

1 

0,01 56 

°,975o 

1,2949 

°,3i99 

0,1629 

2 

0,0621 

3,386o 

4,q863 

i,6oo3 

0,6278 

i,9464 

3 

0,1399 

8,745o 

io,93  1 

2,1860 

1,3670 

i,9l98 

4 

0,2487 

i5,543 

i9,°48 

3,5o5o 

2,36io 

1,9000 

5 

o,3886 

24,287 

29,279 

4,9920 

3, 59io 

1,8793 

6 

o,55g6 

34,975 

4i,585 

6,6100 

5,o45o 

1,8647 

7 

0,7616 

47,6o3 

55,927 

8,324o 

6,7070 

1,8473 

8 

o,9948 

62,175 

72,270 

1  o,o95 

8,5630 

1,8296 

9 

i,259o 

78,690 

90,590 

1 1,900 

10,607 

1,8  175 

10 

i,5544 

97,i5° 

1 10,86 

1 3,7 10 

12,820 

i,7985 

1 1 

1,8808 

117,82 

i33,o5 

i5,23o 

i5,igo 

1 ,779s 

12 

2,2383 

i39,9o 

167,20 

17,3oo 

17,710 

1,7641 

Column  lth 
Column  2d 

Column  3d 
Column  4th 
Column  5th 
Column  6th 
Column  7  th 


contains  the  velocity  of  the  plane  in  feet  per  second. 

contains  the  columns  of  water,  the  base  of  each  being  on  square  foot  et  the  height  of  each 
equal  to  the  space  a  body  must  fall  to  acquire  the  velocities  of  i)  2,  3,  4,  5,  6  feet 
per  second. 

contains  the  weight  of  the  different  columns  in  pounds  avoir, 
contains  the  resistance  of  the  plane  by  experiment. 

contains  the  differences  between  the  theoretical  and  experimental  resistances, 
contains  the  minus  pressure  found  by  experiment, 
contains  the  exponents  of  the  minus  pressure. 


Feet  per  second 

Plus  pressure  of  1  O.  Minus  pressure  0 

Subtract  cob"  6  from  col»*  4,  remains  Pluspressure  of  plane 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7- 

8. 

9- 

10. 

1 1. 

1 2. 

0,9061 
1,1  320 

3,621 1 

4,3585 

8,089 

9,564 

1  4,252 
16,687 

22,o57 

25,688 

3 1,466 
36,54o 

42,429 

49,220 

54,968 

63,707 

68,87 

79,983 

84,28 
98, °4 

101,10 

1 17,86 

H9,29 

^9,49 

[Plus  et  Minus-pressure  of  U  per  Experiments  in  1797 

1  Ditto  in  1798 

0,8548 

0,9935 

3,7i49 

4,0857 

8,646 

9>3oo 

i5,658 

16,627 

24,753 

26,054 

35,g38 

37,563 

49,202 

5 1 , 1 36 

64,55 
66, 76 

8 1,96 
84, 4i 

ioi,44 

io4,o7 

123,00 

125,71 

i46,62 

i4g,34 

Plus  et  Minus-pressure  of  W  per  Experiments  in  1797 
Ditto  in  1798 

0,6  g84 
0,875 1 

3,o8g4 

3,6o6o 

7,35i 
8,21 5 

i3,4io 

i4,694 

2i,3o3 

23,o3o 

3i,o68 

33,2o5 

42,654 

45,2o5 

56, 089 

5  9,01 

71,35 

74,61 

88,46 

9',98 

107, 4o 
111,09 

128,20 

i3i,g5 

Plus  et  Minus-pressure  of  X  per  Experiments  in  1797 
Ditto  in  1798 

0,3347 

0,2200 

i,2936 

0,9562 

2,833 

2,245 

4,9 1 2 
4,102 

7,53  7 
6,534 

10,689 

9,547 

i4,35o 

1 3, 1 38 

18,517 

i7,3i4 

23,162 

22,069 

28,3oi 

27,4i 

33,91 

33,33 

4o,02  I 
39,83  1 

Plus  et  Minus-pressure  of  Y  per  Experiments  in  1797 
Ditto  in  1798 

0,1869 

o,i3o7 

0,9070 

0,6274 

2,188 

1,567 

4,o38 

2,997 

6,452 

4,g53 

9,43 1 

7,464 

12,972 

10,555 

17,076 

i4,249 

21,727 
18, 563 

26,929 
23, 5i  7 

32,6g 

29,13 

3g,ol 

35, 4o 

_ 

Plus  et  Minus-pressure  of  Z  per  Experiments  in  1797 
Ditto  were  not  repeated  in  1798 

0,3982 

i,56i4 

3,446 

6,027 

9,285 

i3,2o6 

17, 773 

22,981 

28,802 

35,25 

42,3 1 

49,9s  1 

(conf.  the  Report.  Table  I.  part  3.) 
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Hæc  experimenta  inter  se  discrepatura  esse,  ex  eo  sequi¬ 
tur,  quod  ratio  inter  dimensiones  figuræ  experlæ,  secundum 
directionem  scilicet  fluminis  (h.  e.  longitudinem)  et  eidem  per- 
pendiculariter ,  pro  diversis  experimentis  fuerit  diversa.  De  ce¬ 
tero  valde  suspicor,  omnia  in  fluido  indefinito  facta  non  posse 
putari;  ut  etiam  navicula  N:o  z i  (N.  E.)  magis  minusve  cir¬ 
cumagebatur  (1.  c.  pag.  122).  Alia  præterea  haud  exigua  hoc  lo¬ 
co  observari  possent  i5).  Propositum  tamen  consecutus  sum, 
quum  ostendere  potui,  quam  necesse  sit  theoriam  examinaturo,, 
ut  ea  experimenta  rejiciantur,  ubi  figuræ,  in  longitudinem  quam 
in  latitudinem  minus  porrectae,  adhibitae  sint  i4).  Hac  facta  di¬ 
stinctione,  via  ad  comparationem  inter  theoriam  et  experimenta 
instituendam  patet,  qua  in  perficienda  ordinem,  quo  experimen¬ 
ta  instituta  sunt,  sequendum  putoy 


13)  Hæc  distinctio  ad  expressiones  motus  aquarum  in  fluido  indefi¬ 
nito  et  rotarum  ab  aquis  inferne  motarum  (roues  à  volets  Gall.) 
propius  jungendas  ducit.  Valor  effectus  rotarum  liberis  aquis  se- 
se  moventium  hinc  emendationem  quandam  patietur. 

14)  D’Alembert,  Condorcet  et  ßossut  censebant  hæc  expe¬ 
rimenta  supra  allata  ”faire  counoitie  les  resistances  pour  des 
proues  fort  étendues  en  supeifîce.”  Nordmark  vero  eadem  nun¬ 
cupat  douteuses ,  et  dicit  de  experimentis  D:ni  ßossut  postea 
factis  N:is  82,  86.  ’’en  augrnanlant  l’elendue  de  Ia  surface  cho¬ 
quante,  on  sort  enfin  des  bornes,  compatibles  avec  la  precision-”- 
Argumenta  sane  speciosa  I 


Omnia,  quæ  in  N.  E.  continentur,  experimenta  effectui 


deniveiiationis  obnoxia  sunt.  His  experimentis  majorem  Telo 


citati  exponentem  vindicantibus,  quam  qui  ex  theoria  sequitur, 
non  sine  jure  suspicandum  est,  effectum  deniveiiationis  multo 
celerius,  quam  quadratum  velocitatis,  crescere.  Duplex  itaque 
ratio  impediret ,  quo  minus  hæc  egregia  experimentorum  copia 
eam  contineret  theoriæ  censuram,  quæ  ex  experimentis  a  viris, 
tanta  eruditionis  copia  instructis  tantaque  doctrinæ  laude  in¬ 
signibus,  institutis  omni  jure  exspectanda  est,  nisi  demersio  na¬ 
vicularum  ad  diversam  altitudinem  viam  aperiret,  qua  momen¬ 
tum  hujus  effectus  exterminari  possit.  Experimenta  autem  cum 
navicula  N:o  5  facta  (ex.  gr.  N:is  17  et  3i)  inter  se  conferen¬ 
do,  reducta  scilicet  primum  posterioris  resistentia  (16  inarcs- 
vel  frictione  etc.  deductis,  124  one.)  a  tempore  19,72  semisec. 
ad  20,0!)  ,  quod  experimentis  N:o  17  competit,  reperietur  resi¬ 
stentia  =  120  onces,  quando  immersio  naviculæ  (hauteur  de  Ia 
ffottaison)  erat  =  12  pouces  5 1  lignes,  sed  =77,5  onces,  im¬ 
mersione  rr  7  pouces  10  lig.  Differentia  horum  resistentias  va- 
lorum  a  denivellalione,  resistentia  aeris,  nec  non  omni  ex  in¬ 
certa  frictionis  determinatione  oriundo  errore  libera  mihi  vide¬ 
tur.  Superficies  itaque  19  pouees  8  lig.  lata  et  4  pouc.  7!  lig. 
alta  percurrit  20  ped.  tempore  20,00  dimidiorum  min.  see.,  re¬ 
sistentia  ~  42^  onces,  Hoc  modo  omnia  supputavi  experiment 


127 


ta,  quibus  ad  superfîcierum  et  reststentiarum  inter  se  rationem 
probandam  auctor  usus  est  (N.  E,  pag»  i56.) 

Prima  columna  continet  numeros  ,  quibuscum  a  me  conse¬ 
quentiae  (les  resultats,  Gall.)  designatae  sunt. 


AlUra  ea  continet  experimenta ,  quae  respectu  velocitatis 
cum  respondentibus  tcxtiæ  columnae  proxime  conferri  possunt, 
nec  non  immersionem  naviculae  et  resistentiam  ex  experimento 
quolibet  erutam  et  ad  assum  tam  velocitatem  reductam. 


Tertia  non  nisi  data  quaedam  continet,  quæ  experimenta 
cum  hac  navicula  facta,  quando  minimum  immersa  erat,  respi¬ 
ciunt,  quorum  resistentia  ad  effectum  denivellaiionis  exterminant 
dum  adhibita  est. 

Quarta  differentiam  eorum,  quae  prioribus  duobus  inserta 
sunt,  continet. 

Quinta  valores  ex  theoria  vulgari  deductos  continet. 

Sexta  tandem  columna  continet  resistentiam  ex  experimen¬ 
tis  deductam,  ut  fractionem  resistentiae  consideratam,  ope  theo¬ 
riae  vulgaris  supputatae. 


i.  2.  3.  4.  5.  6. 
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Intuenti  mihi  suffragia  horum  experimentorum  videntur  omnino 
experimenta  Nis  7  et  8  tantam  continere  abnormitatem,  ut  o- 
mitti  debeant,  experimenta  vero  N:is  8  .  ,  .  16,  ubi  differentia 
demersionis  naviculæ  duplo  fere  major  ac  in  ceteris  erat ,  jus 
quoque  suffragii  duplum  sibi  vindicare.  Hisce  rationibus  erit  ex 
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129 


N.  E.  valor  integræ  parallelepipedi  resistentiae;  quam  unitas  su^ 

cz 

perficiei  patitur,  =2  05889  X  ~  • 

Putantes  valorem  deniveîlationis  in  expressione  resistentiae 

irfgredi  debere,  hi  experimentatores  et  secundum  illos  omnes  fe- 

»  * 

re,  quos  ego  scio,  auctores,  hanc  rem  tractaturi,  concluserunt 

cz 

illam  resistentiam  pro  unitate  superficiei  esse  =  —  :  Quum  au* 

4g 

tern  valor  deniveîlationis,  ex  E,  H.  computatus  (vid.  §  26),  est 
cz 

ZZ  0  iz  X  — ,  sequitur  omnino  nos,  si  ea,  quæ  ex  N.  E.  de-: 

4g 

ducta  omnem  nacta  sunt  auctoritatem  ,  ope  hujus  valoris  deni- 
vellationis  reducimus,  statuere  debere  integram  parallelepipedi  in 
fiuido  indefinito  resistentiam  pro  unitate  superficiei  fore  =:  0,8$  . 
cz 

—  ,  voluminibus  scilicet  aquae  definitam. 

4g 


§.  35. 

Quamquam  experimenta  a  D:no  Boss  ut  postmodum  insti¬ 
tuta,  ubi  nulla  prodita  est  frictio,  ad  absolutos,  ex  theoria  de¬ 
ductos,  valores  probandos  minime  adhiberi  possunt;  debent  ta¬ 
men,  utpote  quæ  curå  atque  peritia  instituta  sint,  vel  confir¬ 
mare  mutuam  eorum  relationem,  quæ  ex  theoria  deducta  sunt. 
Ea  itaque  non  praetereunda  censeo,  imprimis  quum  a  viris,  ad 
quos  N.  E.  quoque  pertinent,  idque  cum  naviculis  majoris  am¬ 
plitudinis  instituta  sunt.  Ut  labor  supputandi  minueretur ,  tabur 
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lam,  quam  Nordmark  1 5),  suam  cum  hisce  experimentis  theo¬ 
riam  comparaturus,  composuit,  heic  adhibui.  Velocitate  =rT^®ÎT 
ped. ,  resistentia  parallelepipedi  fig.  86  16)  in  exp.  N;o  5  repe- 
riebatur,  denivellatione  et  frictione  simul  comprehensis,  =262, 5 
livres.  Ex  theoria  vulgo  recepta  eadem  est  =  25o,6  livr.  j  un¬ 
de  frictionem  zz  12  livr.  ponendam  puto.  Fig.  87  cujus  prora 
plana,  puppis  autem  cuneata  erat,  lateribus  scilicet  angulum 
zz:  2 <k°  inter  se  facientibus,  resistentiam  in  exp.  N:o  80  zz  262, 
5  livr.  faciebat,  velocitate  zz  Tf  ®Tir  ped.  Velocitate  itaque  in 
hoc  experimento  majore  quam  in  illo,  patet  frictionem  fuisse  > 
12  livr.,  unde  resistentia,  a  frictione  libera,  necesse  <260  livr. 

Formula  autem  —  subministrat  200,6  unde  resistentia  erat 

4g  J 

ez 

<^o,85  .  Heic  vero  aequalis  plane  ac  in  experimento  cum 

navicula  N:o  1  (a)  E.  H.  17)  denivellatio  locum  habuit,  unde, 
velocitatibus  nullum  in  rationem  inter  denivellationem  et  resi¬ 
stentiam  effectum  exserentibus,  resistentia  fuerit  necesse  est 

/j-,7  cz  cz 

- .  o,SS —  h.  e.  0,70  —  .  Resistentiam  puppis  perexiguam 

7^,2  4g  4g  0 

fuisse,  quamquam  non  prorsus  nihilo  aequalem,  verisimillimum 

omnino  est.  Hinc  sequitur  pressionem  partis  plani  adversæ  in 


15)  1.  c.  pag.  125. 

16)  A.  Bossut  1.  c.  pag.  3q4  descripta. 

17)  Conf.  E.  H.  pag  117, 


fluido  indefinito  fore  ex  experimentis  D:ni  Bossut  <<0,70 — .  Ex 

4g 
e * 

æqnatione  XXII  eadem  est  =  0,683  —  . 

4g 

Idem  fere  valor  ex  experimento  ejusdem  viri  N:o  81  erui¬ 
tur,  quod  cum  navicula,  a  capite  plana,  pone  vero  cuneata,  la¬ 
teribus  angulum  e=a  120  facientibus,  institutum  est.  Hac  navi¬ 
cula  aliquantulum  celerius  eunte ,  fuit  necesse  a  fortiori  frictio  ^ 
12  livr. ,  unde  resistentia  reperta,  a  frictione  libera ,  <ji5olivr. 

h.  e,  0,81  —  .  Quantum  resistentiae  in  hoc  exp.  ad  denivella- 

4g 

tionem  pertineret,  determinari  quidem  nequit,  quia  angulus  mi¬ 
nor  heic  erat,  quam  laterum  navicuiæ  N:e  i  (a)  E.  H. ;  mani¬ 
festo  autem  hoc  quoque  D:ni  Bossut  experimentum  veritatem 
æqu.  XXII  testatur. 

.  o4. 

Experimenta,  quæ  D:ni  Beaufoy,  Leard  et  Scott 
annis  1793—1798  ad  resistentiam  corporum  in  fluido  indefinito 
determinandam  instituerunt,  ea  quidem  collectionem,  hanc  rem 
spectantem,  maximam  conficiunt,  utpote  quæ  numerum  inter 
novies  deciesque  millia  expleant.  In  eo  ab  antea  factis  illa  di¬ 
screparunt,  quod  navicuiæ  demersæ  essent,  quod  frictio  inter 
naviculam  et  aquam  separatim  examinaretur,  quod  velocitas  i3 
ped.  excesserit,  quod  integram  denique  resistentiam  membratim 
describere  studuerint.  Jam  in  antecedentibus  pauca  de  gradu 


i34 

f 

certitudinis  absolutæ  dicta  sunt,  quern  apparatus  consequentiis 
ex  hisce  experimentis  deductis  concedere  potest;  queinadmodnm 
etiam  pugna  eorum  cum  experimentis  gallicis  iii  transcursu  rae- 
morata  est» 

jr  )  r-  ;  ,  ,  ?,*i  x>  •  , 

Quæ  experimenta  indicarunt,  ea  pro  velocitatibus  octo  di¬ 
versis,  a  1,6 g  ped.  scilicet  ad  1 3,55  ped,  inclusive  quolibet  mim 
see.,  relata  sunt.  Theoriam  inter  atque  hæc  experimenta,  ve¬ 
locitate  =  5,o8  ped. ,  comparationem  instituam ,  utpote  quæ  in¬ 
ter  majores  velocitates,  quæ  in  N.  E.,  E»  H  cet.  occurrunt,  hæc 
una  sit,  eumque  servabo  ordinem,  quo  hæc  experimenta  dispo¬ 
sita  sunt.  Quod  ab  illis  pluspreisure  vocatur,  id  per  æqu.  XXII 
exprimitur,  unde  comparatio  hanc  quantitatem  primum  respi¬ 
ciet,  Superficies  prorae  planæ  erat  =  z  sqare  foot,  pondera  que 
per  pounds  avoir  dupoids  definiebantur. 
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f^uod  respondet  —  *  Ex  theoria  e  contrario  obtinetur 

4g 
rz 
— . 

4g 

» 

Ex  experimentis  Dmi  Beaufoy  fit,  frictione  aquæ  /siraui 

comprehensa,  resistentia  cubi  =  i.ij4  .  —  ,  parallelepjpedi  = 

4g 
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f  t 

7 ,?/?£  X  — ■  et  cylindri  =  r,o<f2  — .  Experimento  vero  cum  cii- 

4g  4g 

bo  instituto  a  D:no  Beaufoy  postea  rejecto  i8),  et  parallele- 

pipedo  4  ped  circiter  in  longitudine  magis  porrecto,  quam  nar 

vicula  N:o  5  (N.  E.),  unde  frictio  quædam  notanda  orta  forsan 

sit;  experimentum  cum  Cylindro  tutissimum  censeo.  Theoria 
c  2 

yero  0.8975  —  tantummodo  dante,  differentia  horum  valorum  yel 
4g 

ad  theoriam,  vel  ad  experimenta  pertineat  necesse  est.  Rationes,  quae 
judicio  de  hac  re  fundamenti  loco  subesse  possunt,  non  anlea  in  me¬ 
dium  proferendas  putans,  quam  comparationem  theoriam  inter 
et  experimenta  prorsus  persecutus  fuerim,  jam  id  tantum  modo  ob- 

C'1 

servatum  volo,  quod  experimenta  0^1645  ad  0^146  X  —  magis 

4g 

quam  theoria  exhibent. 


$•  55. 

Experimenta,  quæ  litteris  E.  H.  designata  in  superioribus 
passim  citata  sunt,  in  universum  a  N.  E,  risque,  quæ  a  B  oss  ut 
et  Beaufoy  instituta  sunt,  in  eo  discrepant,  quod  diversis 
velocitatum  seriebus  diversisque  ponderibus  frictio  apparatus  se- 
se  moventis  determinata  et  interpolando  ad  quodlibet  experi¬ 
mentum  reducta  sit;  quod  lapsus  corporis  libere  cadentis  modo 
Nevftoniano  observatus  et  pressio  denique  in  diversis  plani 
punctis  determinata  sit.  I11  eo  præterea ,  quod  naviculæ  subter 

superficiem  aquæ  moverentur  et  gubernaculum  raro  adhiberetur. 

* 

r8)  Hoc  litteris  ad  me  datis  fecit,  quia  hoc  corpus  rolled  so  musk. 
Hanc  Jubens  amplector  occasionem  D:no  Beaufoy  gratum  signi¬ 
ficandi  animum,  quod  expositionem  horum  experimentorum  in¬ 
genue  mihi  impertiri  placuerit. 


hose  experimenta  a  N.  E.  et  D:ni  Bos  sut  differunt;  a  D:ni  ve¬ 
ro  Be  auf  o  y  in  eo  quod  nullus  ductor  adhiberetur,  qnod  punctum 
tractus  et  centrum  resistentiae  in  eadem  linea  horizontali  sita  es¬ 
sent;  quod  velocitas  ponderis  cadentis  in  naviculae  transiret  mo¬ 
do  a  D:no  Bossut  adhibito,  non  vero  ope  trochlearum  et  fu¬ 
nium. 

Ex  E.  H.  eruitur  resistentiam  eubi,  puppi  cuneata  instru¬ 
cti,  cujus  acies  verticalis  erat,  et  latera  angulum  =  a4°  2  4' 

cz 

vel  2 7°  19)  inter  ce  faciebant;  fore  ==  0,  70  — ,  plana  parte 

4g 

præeunte.  Quum  vero  hic  angulus  efficiat  puppis  resistentiam 

minimam ,  erit  itaque  ex  E.  H.  pressio  aquae  in  partem  cubi 

c 2  c2 

adversam  <jo,7o  —  circiter.  Ex  theoria  eadem  zzzo^S  —  est. 

4g  4g 

Hæc  eadem  experimenta  subministrant  integram  cubi  resi¬ 
ts  cz 

stentiam  =  0,  — ,  cylindri  vero  ^  0,  90.  — .  Prior  tamen 

4g  4g 

horum  valoruin  nihil  aliud  est,  nisi  comparatio  inter  resisten¬ 
tias  duorum  corporum  dissimilis  plane  formae  calculo  subducta, 
unde  cum  unam  tum  alteram  naviculam  adcurate  observatam 

c 2 

postulat.  Theoria  0,  SpJS*  —  dat. 

4g 


39)  af  Chapman  reperiebat  angulum  minimæ  res'stentiæ  puppis 
esse  inter  20°  5o'  et  28e  46'  1.  c.  pag.  100. 

Conf.  E.  H.  1  Tora,  pag.  242,  Naviculae  1(6)  &  2. 
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36. 

Comparationem  itaque  inter  theoriam  et  singulas  experi¬ 
mentorum  classes  ,  quse  sat  ample  instituta  judicaverim  ,  prose¬ 
cutus,  et  ejusmodi  data,  quæ  calculo  subjici  possunt,  nactus,  a 
re  haud  alienum  putaverim,  si,  antequam  ad  theoriam  resisten¬ 
tiae  figurarum  compositarum  transgrediar,  paucis  hasce  expe¬ 
rimentorum  classes,  absque  omni  theoria  interposita,  inter  se 
comparem. 

Si  enuntiatio,  quam  ex  suis  experimentis  D’Alembert, 
Condorcet  et  Bossut  (N.  E.  pag.  17 5)  duxerunt,  vera  esset, 
scilicet  5,que  la  resistance  perpendiculaire  et  directe  d’une  sur¬ 
face  plane,  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  dans  un 
fluide  indéfinie,  est  égal  au  poids  d’une  colonne  du  même  fluide, 
laquelle  auroit  pour  base  la  surface  choqvée  ,  et  pour  hauteur 
celle  qui  est  due  à  la  vitesse,  avec  laquelle  se  fait  la  percussion1’, 
et  præterea  denivellatio  nullum  effectum  haberet  $  sequentibus 
omnino  difficultatibus ,  ex  omnibus  heic  allatis  experimentorum 
classibus  desumtisc,  implicaremur: 

a)  N.  E.  produnt,  resistentiam  naviculae  N:o  1  in  exp. 
N:o  1  zz:  93  onces;  formula  vero  =  101,  62  onces,  in  exp. 
N:o  4  ss  139J  one. ;  formula  =  1 57,36  one. 

Comparatio  in  §.  3a  inter  experimenta  N:is  17  et  5i  cet. 
instituta,  omni  auctoritate  minime  privari  potest,  nisi  resistentia 
inultum  decrescat,  crescentibus  superficiebus.  Experimentum 
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autem  D:ni  Bossut  N:o  5  cum  fig.  86  (parallelepipedo  quodam) 
exhibet  resistentiam  =  262,5  livr.,  cum  ex  regula  25o,65  livr. 
tantummodo  sit;  navicula  N:o  87  (cujus  prora  cuneus,  angu¬ 
lum  =  1680  faciens,  erat)  subministrabat  in  exp.  N:o  10  resi¬ 
stentiam  262,5  livr.,  quum  ex  regula,  nimium  lieic  ob  for¬ 
mam  prorae  cuneatam  valorem  necesse  datura,  eadem  est 
~  255,54.  In  posterioribus  tamen  D:ni  Bossut  experimentis 
superficies  quater  tanta,  quanta  in  experimentis  cum  navicula 
N:o  1  N.  E.,  erat. 

b)  Posterius  quoddam  D:ni  Bossut  experimentum  N:o  77 
cum  navicula  N:o  87  dat  resistentiam  *=2  262,0  livr.,  regula  ve¬ 
ro  =  282,03  livr.  Experimentum  N:o  80  cum  eadem  navicula 
dat  262,5  livr.  et  regula  296,6  livr;  experimentum  N:o  81  cum 
eadem  navicula  exhibet  162,5  livr.  quum  regula  dat  1 84,52 
livr.  Si  frictio  calculo  inferri  posset,  illa  pariter  ac  denivella- 
tio  et  resistentia  aeris  differentiam  augeret.  Si  major  superfi¬ 
cies  minorem  daret  resistentiam,  quam  minor,  major  omnino 
discrepantia  oriretur. 

c)  Experimentum  D:ni  Beaufoy  cum  navicula  I  a.  (The 
Report  Table  I.  part.  2)  anno  1798  dat  omnino,  velocitate 

*=*  o,58  ped.  angi,  integram  resistentiam  =:  0,908  — ;  cum  na- 

4g 

ç  Ï 

vicula  autem  I  o  eadem  fit  =  0,906  .  —  .  Ex  N.  E.  tamen 

4g 

sequitur,  valorem  resistentiae,  qui  ex  experimentis  D:ni  Beau- 


i37 

foy  deducitur,  ob  frictionem  nimium  esse.  Quum  vero  eadem 
observatio  ad  experimenta  cum  hisce  naviculis ,  ac  ad  experi¬ 
menta  ejus  ad  frictionem  eruendam,  cum  eodem  apparatu  insti¬ 
tuta,  pertineat;  idem  quoque  effectus  oriundus  est. 

d)  E.  H.  subministrant,  adhibitâ  navicula  N:o  i  (b)  resistentiae 
valores,  qui  regulae  de  quadrato  velocitatis  valde  consentiunt 

2S 

(vid  tab.  §.  26  in  praecedentibus);  velocitate  vero  =  —  ped. 

evadit  tota  vis  trahens  non  nisi  26,43  mare.  svec.  quamvis  re¬ 
gula  3 1,86  exhibeat.  Si  valor  impedimenti,  quod,  diversis  viis 
determinatum,  in  hisce  experimentis  ex  frictione  apparatus  ori¬ 
tur,  verus  censeatur,  discrepantia  multo  major  fiet.  Hæc  expe¬ 
rimenta  pressioni  in  partem  plani  adversam  valorem  tribuunt, 
qui  non  nisi  §  illius  est,  qui  ex  regula  fluit. 

e)  Experimenta  a  Du  Buat,  Cl ement,  Hachette  cet.  in*. 

stituta  manifestant,  pressionem  in  planum  marginem  versus  de- 

c~ 

crescere.  Maximam  pressionem  valorem  ipsius  —  non  excede- 

4g 

re,  ex  experimentis  a  me  aliisque  institutis,  quae  facillime  om¬ 
nino  iterum  institui  possunt,  evidentissime  et  indubitate  sequi¬ 
tur.  Ex  his  omnibus  nova  difficultas  regulae  supra  memoratae 

% 

denuo  objicitur. 

Ex  septem  diversis  experimentorum  seriebus,  quæ  instituta 
gunt j  ut  determinaretur  quantam  vim,  velocitatibus  peterisque, 

18 
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în  resistentiam  absolute  determinandam  effectum  exserentibus, 
diversis,  apparatus  in  E.  H.  absorberet,  sequitur  omnino  indu¬ 
bitate  hanc  absorptionem,  quamvis  diversa  pro  diversis  apparati¬ 
bus  sit,  ex  velocitate  pendere.  Quid  haec  res  valeat,  neque  N. 
E.  neque  experimenta  D:ni  Bossut  neque  D:ni  Beaufoy  re¬ 
spicere  curarunt.  In  iis  tamen  experimentis,  ubi  naviculcc  trans- 
natarunt,  perexiguum  incerti  exinde  oritur,  quia  ideo  appara¬ 
tus  quoque  simplicior  esse  potuit.  Conferatur  valor  frictionis 
in  N.  E.  cum  eo,  qui  in  E.  H.  est.  In  iis  vero  experimentis, 
quæ  apparatum  multo  magis  compositum  postulant,  hæc  res  tan¬ 
to  majoris  momenti  est.  —  Si,  frictione  in  omnibus  velocitati¬ 
bus  constante  supposita,  E.  H.  calculo  subjiciamus,  inveniemus 
omnino  hæc  experimenta  poscere,  ut  exponens  velocitatis,  quo 
in  resistentia  ingrediatur,  sit  duobus  minor.  Experimenta  D:ni 
Beaufoy,  a  quo  frictio  constans  assumta  est,  20)  tribuebant 

20)  Observandum  est,  D:num  Beaufoy  experiundo  quidem  eruis¬ 
se,  quinam  sit  frictionis  valor,  ponderibus  diversis,  ut  ex  se¬ 
quenti  tabula  quam  mihi  impertire  ipsi  placuit,  propius  diluci¬ 
datur  : 

Mo  live  weights 

in  lbs  12  24  56  43  60  72  96 

Weight,  by  the¬ 
ory  in  lbs  43  96  i44  *92  24o  28,8  584 

"Weight,  added 

for  friction  i:ii,5oa{  5:ao«ï  5:i4o*ï  4:io°«{  9:1 2.on{  9*1  z<>n{  9:116»^ 
Total  weight, 
including  box 

and  pulley  49.1  i,S  99.2  147. i4  196.10  249,1a  297.12  595.12 

Ea  tamen  animadversio  restat,  quod  frictio  pro  quolibet  pondere 
posita  fuerit  constans  respectu  velocitalis. 
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omnino,  quando  resistentia  cubi  determinaretur,  exponenti  re- 
locitatis  valorem  1,8958;  1,8946  vero  ex  experimentis  cum  Cy¬ 
lindro,  et  1,9392  ex  resistentia  Parallelepipeds  His  itaque  expe¬ 
rimentis  cum  E.  H.  comparatis  apparet,  absolutum  valorem, 
quem  illa  resistentiae  tribuunt,  nimium  esse  quæ  conclusio  ex 
comparatione  eorundem  experimentorum  cum  N.  E.,  in  antece¬ 
dentibus  (§.  5o)  facta,  quoque  orta  est.  Quæ  quamvis  ita  sint, 
fieri  tamen  potest,  ut  hæc  experimenta  sub  regulas  quasdam  re¬ 
digi  possint  et  ideo  certum  quoque  inter  se  servent  ordinem.  21) 
Ejusmodi  autem  systema  regularum  ad  resistentiam  fluidorum  in 
genere  non  pertinet  22). 


21)  Quæ  in  the  Report  (pag.  25)  occurrit  comparatio  inter  resisten¬ 
tiam  parallelepipedi,  summatim  repertam,  et  ex  experimentis 
cum  diversis  naviculis  partite  determinatam,  scilicet  quoad  Plus- 
pressure,  Minus-pressure  et  frictionem,  ea  quidem  fidem  relativo 
nexui  experimentorum  vindicat. 

22)  Comparationem  inter  theorias  antehac  propositas  (a  Newton, 
Don  Juan,  Romme,  Tredgold)  eamque,  quæ  heic  exposita 
est,  hoc  loco  forsan  instituere  debuissem  —  prolixitas  vero 
exinde  oriunda  jubet,  ut  eam  ad  eas  tantum  referam  generales 
notationes,  quæ  in  initio  hujus  operis  occurrunt. 


*4° 

DE  RESISTENTIA  OBLIQUA  IN  FLUIDO 

INDEFINITO. 

« 

§•  s7- 

Secundum  planum  forma  proræ  cuneata  simplicissima  om¬ 
nino  est.  Pleraque  cum  hac  figura  experimenta  ita  instituta 
sunt,  ut  latera  ejus  obliqua  verticalitatem  servarent.  Reprae¬ 
sentet  AOÄ  (fig.  25)  sectionem  istiusmodi  proræ  horizontalem, 
cum  velocitate  c  in  stagnante  aqua  indefinite  extensa  horizonta¬ 
lster  sese  moventis,  vel  in  profluente  persistentis.  Ex  theoria 
tubuli  Pitotiarri  sequitur,  guttulas,  quæ  juxta  aciem  cunei  O 
sejunguntur,  ambo  cunei  latera  OA  et  OÄ  stricturae,  momento 
disjunctionis  retardationem  quandam  sibi  invicem  afferre,  unde 
velocitas,  quacum  secundum  latera  cunei  moveri  incipiunt,  fiat 
<3  c  .  cos.  u. 

Pari  modo  explicatum  est,  quamcumque  guttulam,  quum 
in  indefinitam  aquam  ad  A  effluit,  accelerationem  quandam  ex 
suctione  nansisci.  Si  ex  frictione  nulla  secundum  latera  cunei 
retardatio  oritur,  sequitur  omnino  ex  jam  allatis,  suctionem 
crescere  ab  O  ad  A ,  pressionem  vero  decrescere?  quod  ad  effi¬ 
ciendum  vis  quoque  centrifuga ,  in  orbita  guttulæ  B  P  7t  locmn 
habens,  aliquantulum  etiam  conducit.  Nisi  latera  cunei  ip  O 
inter  se  connexa  essent,  sed  circum  hypomochlia  in  D  et  D’ 
posita  moverentur,  forent  itaque  necesse  est  hæc  propius  ad  O, 
quam  A  vel  Ä  sita,  quo  latera  positionem  servarent,  neque 


» 
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ullam  in  O  vel  A  et  A'  pressionem  exsererent.  Quodlibet  ita¬ 
que  planum  A  a  (fig.  26),  quod  hanc  habeat  hypomochîiorum 
excentricitatem ,  servabit  omnino  aequilibrium  circum  punctum 
D ,  quamquam  flumen,  in  directione  a  A  profluens,  longiorem 
plus  quam  breviorem  plani  partem  percutit.  Reperiatur  ideo  ne- 
cesse  est  pro  quacumque  excentricitate  D  F  angulus  quidam  in¬ 
cidendae  C  cc  X ,  quo  planum  aequilibrium  circa  hypomochlion 
in  D  servabit.  Haere,  unicuique  omnino  probatu  facili,  theoria 
jam  explicata  cum  omnibus  adhuc  cognitis  indissolubili  prorsus 
modo  pugnat,  quæ  quidem  docent,  nullum  ejusmodi  aequilibrium 
locum  habere  posse,  sed  partem  longiorem  praeponderare,  usque 
dum  planum  directionem  fluminis  assumserit.  Necessitas  phae¬ 
nomeno  11  suctionis  diverso  eoque  quam  maxime  multiplici  mo¬ 
do  enodandi  hanc  consequentiam  per  experientiam  quoque  inda¬ 
gare  me  pepulit,  unde  classis  experimentorum  N:o  17  orta  est. 
Altitudine  plani  ad  velocitatem  fluminis  certam  quandam  ratio¬ 
nem  habente,  et  margine  ejus  superiori  in  summa  aqua  posito, 
evadit  omnino  latus  ejus  aversum  aqua  liberum-plano  vero  in 
aqua  prorsus  demerso,  hoc  idem  ipsius  latus  aqua  alluente 

stringetur.  Uterque  experiundi  modus  adhibitus  est.  Theoriam 
•  ■ 

cum  experimentis  utriusque  generis  comparando,  occasio  effe¬ 
ctum  aquæ  in  partem  plani  aversam  dijudicandi  obtinetur.  Quum 
vero  non  id  tantum  mihi  proposuerim,  ut  momenta  resistentiae 
fluidorum  gravissima  delinearem,  sed  etiam  ut  ostenderem, 
quam  necesse  sit,  ut  suctio  in  numerum  virium,  quæ  huc  per- 


!42 


tinent,  adsciscatur;  theoriam  hoc  respectu  experientiae  tanto  po¬ 
tius  conferendam  putavi,  quum  ad  theoriam  resistentiae  figura¬ 
rum  tractandam  viam  quoque  praestruat. 

§.  58. 

Planum  circa  axem  quendam  ad  perpendiculum  positum 
moveri  pono,  qui  si  per  centrum  medii  plani  transeat,  planum 
quidem  ad  directionem  aquae  verticale  persistet.  Phaenomenon 
resistentiae  plani  tunc  omnino  orietur,  et  linea  aquam  bipartiens 
per  axem  transibit.  Si  vero  axis  sensim  extra  centrum  positus 
fuerit,  haec  eadem  linea  in  eandem  partem  ac  axis  pariter  quo¬ 
que  abibit,  usquedum  tandem,  certa  quâdam  excentricitate,  ex¬ 
tremum  plani  anterius  in  a  (fig.  26)  occurret,  quo  casu  omnes 
guttulae,  quae  ante  latus  n  A  per  projectionem  ipsius  in  vertica¬ 
le  quoddam  et  ad  directionem  fluminis  perpendiculare  planum 
moventur,  secundum  hocce  plani  latus  a  A  fluent.  Hic  solus 
casus  cuneum  respicit,  unde  ad  eundem  tantum  theoriam  plani 
mobilis  referre  volo. 

Repraesentet  a  a  A  (fig.  26)  margiaem  plani  superiorem, 
ita  ut  a  A  longitudo  et  a  a  crassities  ejus  sit.  Impetus  in  ex¬ 
tremitatem  a  a  ad  planum  circumagendum  minime  valet,  quia 
axis  per  medium  marginem  transire  fingitur.  Margo  plani  supe¬ 
rior  ponitur  primo  casu  in  superficie  aquarum  esse,  Ductå  D  D' 
in  a  A  ad  normam,  potest  omnino  situs  aequilibrii  1)  plani  ad 

x)  Si  frictio  quaedam  secundum  a  A  et  a  à  locum  habet  ea  quoque 
aget.  Effectus  tamen  perexiguus  est,  ut  ex  N.  E.  patet  et  de¬ 
terminatio  ejus  in  posterum  differenda  est. 


5^? 
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2?"  referri.  Sit  BPv  cürva,  a  guttula  B  decripta,  quæ  ad 

rivulum  medium  pertinet  et  ad  distantiam  C  a  ss  B  b  ante  cu¬ 

neum  ab  eo  sejungitur  —  ducantur  ordinatæ  PM  et  ts  A  ipsi 
Ca  parallelæ.  Sit  abscissa  AM  ss  y,  ordinata  P M  x,  An 

=  x,  longitudo  plani  aA^zît  a  D'  zzi  A,  velocitas  fluminis 

s  f  et  velocitas  aquæ  in  ordinata  Art,  directione  ipsi  a  A  pa¬ 

rallela,  =33  /3  X  *• 

Primum  earum  tantum  guttularum  moturri  examinabo,  quæ 
ad  aquæ  superficiem  pertinent,  atque  adeo  initio  effectum  viri¬ 
um  verticalium  vitabo.  Idem  rem  considerandi  modus ,  qui  in 
§.$•  18  et  19  adhibitus  est,  lieic  quoque  ad  aequationem  motum 

definituram  ducit.  Tensio  in  planum  normalis,  quam  guttula 

c  2 

0  in  a  patitur,  est  ==  : —  sin.  u  2).  Suctio  in  A  ex  ea  parte 

4g 


velocitatis  fluminis  pendet,  quæ  ad  orbitam  guttulæ  0  normali« 
est:  si  enim  hæc  velocitatis  fluminis  pars  respiciatur,  est  omnino 
velocitas  aquæ  secundum  planum  et  in  ejus  directione  =  0. 
Hæ.c  velocitatis  fluminis  pars  est  c  sin.  u ,  unde  suctio  in  A 


7  (  c  .  sin.  «V 

est  =3  — -  .  - - - 

M  4g 


Si  per  9  designetur  angulus,  quem 


2)  Existere  ejusmodi  tensionem  denivellatio  manifestat  —  hanc  vero 
minui  decrescente?/,  experimenta  indicant.  Quando  a  est  zr:  45° 
denivellatio  non  nisi  \  illius  est,  quæ  ad  centrum  plani  pertinet* 
tunc  vero  sin  u  etiam  est  r=  0,7  Conf.  N.  E.  exp.  XIV  et  XCIV, 
XVI  et  XCV,  XC  et  XCV  cum  naviculis  N:is  2  et  9. 
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orbita  guttulæ  B  P  n  in  n  cum  a  A  facit,  fiet  omnis  in  ordina¬ 
ta  A  7!  yis  pellens  simul  sumta 


=  —  (sin  u  -J- 
4g 


sin2  « 


n 


■fm . 


»! 


et  per  totam  longitudinem  a  A  dispertita 

7 


ncu  sin  « 

5—  *7”  •  * —  H - -  r  /  0)  )  sin  «, 

»  J 


K 


unde  -r  . 


(  i  + 


sin  u 


du 


2  (Ô)  )  sin  «  X  =  X  — , 


l  4g  ii 

velocitate  i;  constante  per  totam  ordinatam  Pilf  assumta.  Con¬ 
tinuitas  motus  aquae  per  ordinatas  üf  P  et  An  subministrat 


~  >  unde 

X  (Ö  ,  c 


V 


'(  t  4.  -_n  “  2  yT*  (Û))  c  .  sin 


2  3  / 


?! 


quia  v  zzz  o,  quando  y  =  o,  quoad  angulus  u  >  46°  5o'  (vid. 
§,  6)  3);  quem  experimentorum  oasum  solummodo  computavi. 
Sed  y  =  /  dat  i/  =  /3  f ,  unde 


i  y”  sin  «  ,  „  f/ 

/3=1/1  (/H - —  2  j  (ß)  )  sin  7i  ;  vzxßc  .  XXIII. 

§.  3g. 

Quod  ad  superiorem  pertinet  plani  marginem,  qui  in  sum¬ 
ma  aqua  'esse  ponitur,  pressio  non  nisi  ex  impetu  et  »uctione 


3)  Hoc  tantummodo  in  tubulum  Pilotianura  et  planum  mobile  non 
vero  in  cuneum  valet,  vid.  §.  44. 


*^pr  i45 


q»  —  - 


pendet  quamquam  pars  aversa  ab  aqua  libera  sit.  Omnis  pres- 

sio  fluminis  in  sua  ipsius  directione  est  =  — • .  Hac  vi  una- 

4g 

quæque  guttula  ad  planum  perveniret,  si  illuc  accedens  statim 
ad  nihilum  redigeretur.  Exinde  vero  quod  guttulæ  existere  per¬ 
manent,  motus  curvilineus  oritur.  Designent  \f/,  <p,  s  coordina- 
tas  Op  atque  py"  et  arcum  yy"  (fig.  26),  alicui  guttularum  or¬ 
dinatam  M  P  constituentium  competentes.  Sit  tempus,  quo  gut¬ 
tula  ab  y  ad  y  pervenerit,  =  /,  radius  osculi  in  y"  ea  £, 
p  yero  ss  summæ  omnium  pressionum  normalium,  quae  curva¬ 
turam  omnium  orbitarum  ab  M  ad  y"  efficiunt.  Vis,  quam 
motus  curvilineus  absorbet,  fiet  itaque  (conf.  §.  23). 


unde  flumen  in  sua  ipsius  directione  agit  non  nisi  velocitate  de¬ 
bita  altitudini 


integrali  scilicet  ab  M  ad  P  sumto,  quando  de  curva  B  M  7t 
quæslio  est.  Quippe  vero  quum  planum  faciat  angulum  u  cum 
directione  fluminis,  orietur  exinde  pressio  normalis 


Haec -vero  minuitur  omnino  per  suctionem  juxta  planum,  quæ 
respondet  altitudini 

19 


N 


- - 
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7  VZ 
*  J 

«  4g 

unde  normalis  cujusquc  gultulæ  pressio  in  planum  fiet 

c  p  d\p  *  .  .  i  v 5 

c=  ( - /  —  dp)  sm  « - .  — . 

4g  J  ds  n  4g 

Numerus  vero  guttutarum,  quæ  hanc  pressionem  exserunt, 

est  d  \p  —  itaque  erit  tota  fluminis  pressio  in  marginem  plani 

superiorem 


r  [  (—  —  rd-rh) sîn  « — ]  d \f/ 

J  4g  J  ds  n  4g J 

integrali  ab  \J/  =  o  ad  =  /  sin  u  sumto ,  vel  quia  \J>  — ■ 
y  »in  «, 

/  [  (  - - P  —  S  p)  sin  « - .  —  ]  d  y  sin  u 

J  l[4g  J  ds  n  n  4g] 

ab  y  es  o  ad  y  =  /  sumto.  Ex  §.  25  autem  est 

rtk  X  „ _ f  —  ^  A* . 

J  ds  J  ds  *  gf  dt 

vel  quia  v  per  totum  hoc  integrale  pro  constanti  habetur  alqne 

dy 

% 

V 

ds 


dt  est 


n  dp 

J  Ts 


v 

=r —  sin2  u 
g 


r»  d(P 

J  1  '  W 


dp  f  dz  p  „ 
vel,  ponendo  —  =  <p  ,  et  —  =  <p  , 


_  V  .  , 
=  —  sin 

g 


r  0"  dp 

11 J  *  •+■  (0V 


Sit  A/y"  ss  X  ,  et  .EC  =  K.  Ad  §  20  provocans,  origiuem  ab- 
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scissarum  pro  orbitis  omnium  guttularum  ordinatam  iff  P  con¬ 
stituentium  fixam  assumo.  Sit  y'f  locus  ubi  guttula  y  per  or¬ 
dinatam  Art  transit,  atque  Ay”  =  k.  Tunc  habebimus 


K  tf 

— ; .  =  —  ,  £  +•  (y  ~  h)  cos  «  =5  <p  H - et 

*  /  >  y 


Iv! 


2X 


'  $x' 


yz  sin2  u 


z+( 


f 


X 


tang«  y  sinu 


-y 


integrali  a  x  =  o,  ad  x  ss  x  sumto;  Hinc  erit  pars  vis  iner¬ 
tiae,  qua  ad  curvaturam  orbitarum  guttularum  sustentandam 
opus  est,  ea 


ß 


V2,  X  X 2 

dy  sin2«  [  — sin2  u  log. hyp,  cos  u  +  -r) 

s  y  y 


V*  .  1 

—  2.  —  sin  u  cos  «  (Arc  [tang  =: - 1- 

g  tang  a  y  sin  « 


x  rt, 

']  'i“” - )  I  > 

2 


ab  y  o  ad  y  sa  /  sumto.  Hæc  expressio,  quæ  ad  planurn 
mobile  non  perlinet,  nisi  fuerit  u  =  470  circiter,  generaliter 
omnino  in  cuneum  valet  ab  u  =3  0  usque  ad  u  =  yo° ,  quo 

posteriori  casu  hæc  expressio  transit  in  /  —  log.  hyp  (  i  h - r)iy, 

a  ë  y 

quæ  quidem  analoga  omnino  est  ei ,  quæ  pro  plano  in  fluido  in¬ 
definito  reperta  est  (§.  24). 


Suppositiones  approximate,  quæ,  ut  calculus  simplicior  eva¬ 
deret,  facte  sunt,  eandem  scilicet  eamque  in  puncto  C  (fig.  26) 
sitam  originem  abscissarum  initium  variationis  orbitarum  guttu- 


W-'ü-V* 
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larum  esse,  eæ  quidem  circa  extremitatem  plani  A  nihil  nocent, 
juxta  extremum  autem  prius  a  manifesto  erroneae  sunt. 

Ex  constructione  vero  primo  intuitu  patet,  radium  osculi  in 

% 

ipsa  origine  abscissarum  omnium  orbitarum  necessario  esse  infi¬ 
nitum,  unde  valor  termini  adcuratus  in  hoc  puncto  necesse  eva¬ 
nescit;  quod  omnino  per  se  perspicuum  est,  quum  orbita  guttulae 
nullam  ibi  habeat  curvaturam.  Expressio  approximata,  jam  re¬ 
perta,  videtur  omnino  ob  factorem  v2  diminutionem  indicare 

versus  Cfl;  videmur  autem  adsumentes,  alterum  factorem. 

OC 

log.  hyp.  (z-f-2—  cos  «  H - -)  versus  Ca  minime  crescere 

y  y 

sed  constantem  permanere,  et  veritati  et  calculi  simplicitati  pa¬ 
riter  consulere.  Hujus  ideo  factoris  valorem  determinare  pla¬ 
cet  in  puncto,  ubi  tutissime  fieri  potest,  h.  e.  ad  extremum  pla¬ 
ni  A ubi  f/  =  /  et  X  zzz  k.  Tota  fluminis  pressio  in  margi- 

I 

nem  plani  superiorem  respondebit  itaque  altitudini. 


wT’tr  c*  1  •  î  ,  ,  «  K2  sin«  v* 

XXIV.  — /sin2« — /  [— sin4«.log. hyp.(/-+-2—cos«-l — )-f~ . — 

4g  J  g  l  l2  n  4g 


V 2  .  I  K 

2  —  sin  ’  «  cos  «  (Arc  Ttans  rr  — - h — — 1 

g  tang«  /sin« 


4“  « 


7t 


)]  iiy- 


§.  4o. 

Pressionis,  quam  planum  patitur,  expressio,  in  œqu.  XXlV 
comprehensa,  superiorem  omnino  marginem,  si  hic  in  summa 
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aqua  est,  vel  lineam  mediam,  si  planum  demersum  fuerit,  re¬ 
spicit.  Omnes  vero  orbitae  guttularum,  in  neutro  horum  plano¬ 
rum  sitæ,  duplicis  curvaturae  sunt,  unde  labori,  in  hisce  ana- 
lf/tico  modo  rite  determinandis  consumendo,  respondet  neque  ef¬ 
fectus  in  situm  aequilibrii  plani  mutandum  ex  curvatura  orbitae 
oriundus,  neque  praecisio,  qua  valores  constantum  (a,  jc  etc.) 
orbitas  guttularum  praecipue  definientium,  determinati  sunt. 
Quum  ipsa  angulorum  determinatio  ex  observationibus,  ad  si¬ 
tum  quietis  plani  mobilis  pro  variis  excentricitatibus  eruendum 
institutis,  incertitudinem  haud  exiguam  indicet,  et  de  cetero  the¬ 
oria  plani  mobilis  non  nisi  fortuito  ad  theoriam  resistentiae  pro¬ 
prie  dictam  pertineat  —  ut  peculiaris  scilicet  pbænomeni  suctio- 
nis  manifestatio  et  tamquam  praevia  in  resistentiam  figurarum 
præstructio-summam  aequationis  XXIV  per  totam  plani  altitudi¬ 
nem  approximando  tantum  subducere  volo, 

Quuin  superior  plani  margo  in  sumina  aqua  est,  Subter¬ 
fluit  omnino  aqua  inferiorem  marginem  yelocitate,  in  planum 

i  f2 

normali,  c  sin  tt.  Ex  suctione  —  .  • —  sin*  u  oritur  vis  quae- 

«  4g  • 

dam,  verticaliter  agens 5  unde  sequitur,  orbitam  cujusque  guttu- 
læ  in  horizontem  inclinaturam  fore,  idque  eo  magis,  quo  pro¬ 
pius  extremitatem  plani  priorem  a  a  (fig.  5i)  acceditur,  ubi  or- 
bitæ  guttularum  in  plano  verticali  sitæ  suut.  Hoc  quoque  ex 
experimentis  dilucide  patet;  Si  enim  extremitas  plani  posterior 
in  superficie  aquæ  esse  velimus,  priorem  aqua  superfluat  neces- 
se  est,  quamquam  margo  a  A  ad  libellam  est.  Repraesentet  $AÄöt 


.  ^  f  (  *  1  f  • 

(ifg.  5i)  planum  quoddam,  circa  axem  G  H  mobile  cujus  ex- 
centricitas  C  D  vocetur  e.  Ex  motu  guttularum  verticali  sequi- 

j  f 

tur  quidem,  pressionem  in  planum  versus  inferiorem  ejus  mar- 

. 

ginem  a' A'  decrescere;  modus  autem,  quo  hæc  imminutio  agit, 
alius  omnino  est,  quam  quem  æquatio  XXIV  amplectitur. 

Imminutio  scilicet  pressionis,  quæ  secundum  plani  longitu¬ 
dinem  ex  curvatura  orbitarum  oritur,  tanto  majorem  effe¬ 
ctum  ad  extremitatem  plani  A  A'  exserit,  quarn  ad  aa  ,  ut 
eadem  dici  possit  nullam  sibi  respondentem  imminutionem  ultra 
axem  G  H  habere  :  praeterquam  quod  haec  imminutio  longo  ve* 
cte  agit.  Imminutio  vero  pressionis,  quæ  ex  eodem  fonte  orta 
secundum  marginem  plani  inferiorem  A'a  locum  habet,  ubique 

„  »  ,  ;  _  r  .  ;  ?  ;  f  •* 

aequalis  est,  unde  momentum  hujus  termini  exiguae  excentricitati 
CD  proportionale  est.  Hinc  efficitur,  partem  posteriorem  exi¬ 
gui  termini,  quo  impetus  minui  debet,  negligi  quidem  posse. 

sin2  u  r2 

Plane  diversa  omnino  est  illius  termini - ,  —  ratio,  quem 

«  4g 

*  *  i  *.  •  '  »  '■  1  ■  *  ’  1,1  1  4  -  •  •  1 

suctio  in  sequ.  XXIV  inducit;  magnam  enim  ab  M  ad  ju  subit 
variationem,  cujus  determinandae  caussa  eo  casu,  ubi  margo  pla¬ 
ni  superior  in  sumina  aqua  est,  observandum  est,  punctum  jw, 
quando  nihil  aquae  pone  planum  est,  ita  ut  pressioni  hydrosta- 

ticæ  nihil  obsistat,  deorsum  a  tota  columna  aquea  /a  M  premi. 

* 

Exhibeat  fig.  5 2  sectionem  interioris  molis  aquarum  B  C  An  P  B 

(fig.  2 5)  a  plano  quodam  verticali  in  directione  fluminis  factam. 

% 

Hæc  sectio  occurrit  planum  per  lineam  M  \a  (fig.  3i).  Ordinata 


i5i 


^Spr 


^  7T  (fig.  02)  premitur  deorsum  a  columna  aquea  TU/*  X  ^*5 

f  £2 

et  sugitur  a  columna  —  ,  • —  sin2  «X  m  tt.  Si  jam  altitudo 

n  4g 

.'.-Ho  .... 

plani  M  jx  ponatur  ~  Hr  et  ordinata  fx  7t  zzz  J1.  nec  non  hocce 
volumen  aquæ  per  totam  plani  altitudinem  H  distribuatur,  fiet 
summa  virium  acceleratricium  verticalium  in  qualibet  ordinata 
M'  P' ,  quam  per  xo  designemus, 

■  ,  ».  «  f  »  r  -v  •  .  ^  t 


=  —  (H  - f - .  —  sin4  u)  ,  J 

H  n  4g 


*  '  ■  -  r  •  •  *  ^  . 

et  intensitas  in  quolibet  ordinatæ  M  P  puncto 


cz  s  $ 

—  sin2  u)  — , 

4g  *« 


unde ,  si  velocitas  verticalis  in  M'  vocetur  vo  et  per  totam  ordi¬ 
natam  M'  P'  ponatur  constans,  obtinebitur 

•  j  ^ 

[H  -f-  —  ,  —  sin2  ti )  —  »  2  gdt  —  dvQ  . 

/2  n  si  rr  X 


tl 


4g 


Ponendo  vero  velocitatem  verticalem  in  \x  =  vj ,  erit,  ob 
continuitatem,  vo  xo  z=z  v"  J1;  quæ  œquatio  cum  priori  compara¬ 
ta  subministrat,  ponendo  M  M'  =3  o?  et  observando  vo  evanesce¬ 
re  evanescente  &>, 

t  c*  42H  ,  sin4  «  „ 

t;  •  -  Fr-  4-  — )  ®  =  ” .  •  ». 


H 


n 


unde,  quia  posito  <w  =  H  fiat  vo 


•éäMÉs e?  i52 


/r 


sinz  « 


t .!(, 


n 


■) 


■>  i 


co  a  /  i  4&H-  sin2« 

atque  tandem  vo  =r  —  .  c  J/  —  (-— *  +  — — ).  XXV. 


Facile  itaque  erit,  velocitate  horizontali  guttulae  M'  ope  aequa- 
•  ■  /  ..  *  .  •  ..  :  '  f 

tionis  XXIII  determinata,  etiam  eam  ejusdem  guttulae  velocita¬ 
tem  diagonalem  invenire,  ex  qua  verus  termini  suctionis  valor 
pendet. 


Summa  omnium  pressionis  altitudinum,  quæ  abscissae  y 
petunt,  est 

'  i  t 

i  cr  H  4gH  sin2«-  sin«  v 


com- 


=  7/ 


v  2  -4-  i/a  . 

,s  mu,dûù=L—. —  .  —  ( 


■)  +• 


4  g  »  4g  6  c1  ’  »  '  r1 

’  .  .  .  V  '  -  ‘  ' >  '  ‘  ’ 

unde  correctio  ob  suctionem  verticalem  facienda,  fit 

i  cz  H  4gH  sin2  « 


n  ’  4g  6  ^  c'‘ 


+ 


» 


XXVI. 


Ad  ultimum  vero  hisce  terminis  quoque  adjicienda  est  hydrosta- 
tica,  secundum  totam  plani  longitudinem  constans,  pressio,  quæ 


Hz 

est  =a  - 

2 

§.  4i. 

Sit  volumen  aquæ,  quod  in  M  (fig.  26)  planum  circa  axem 
versandum  conducit,  =  d  R;  obtinebimus  omnino  ex  œquatt. 
XXIV  et  XXVI,  respectu  scilicet  ad  pressionem  hydrostaticam 
etiam  habito,  expressionem  sequentem. 
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jfcâèz-sfc. 


■WSt-V1 


H2,  c2  v2, 

dR  — — dy  4-  /?.  — sin*u,  dy — H.  —  xi»4  «.  /og.  hyp , 

4g  g 


Yj  k* 

(1  +  2  —  cor  u  +  y-  )  X  dy 

•  l  f\ 


V' 


U  J  gm 

■+•  H.  —  2  cosu,  sin 3  «  [ Arcftang  =r - f— _ ) -f.fi _ 1  du 

g  tan  g  u  /sin  u  J 


2 


i  c2  H  4gH  sin2u  i  vz 

“ — • — (  7~~h - )•  dy - ,H. —  sin  u  y  dy; 

”4g  2' 3  c  n  n  4g  J 

i  •  &  1  v  **  ,  1 

yel  si  P  =  — (/ - )4 — fi - _)  sh*  u 

2  jn  4gy  6n2 

ft  y  2  j 

Q=4  xi«4  «.  /og.  hyp  ,[i-\-z—cos  «  +—)-! — .  sin  « 

/  ia  w 


— sin 3  w.  f  ox  u  [  Arcftang  = 


—  - ) 
/«Mg  i«  /  sm  u 


TT 


-4-  « - ]  ; 


V‘ 


dR  =.  H.  P  dy  —  Q.  tf.  _  dy. 

4g 

Haec  vis  circumagendi  vecte  D'  M  (fig.  26)  agit,  cujus  lon¬ 
gitudo  in  genere  est  =:  y  A ,  negativum  scilicet  inter  a  et  D', 
positivum  vero  inter  D'  et  A  habèns  valorem.  Si  momenta  ro¬ 
tationis  positiva  aequalia  sint  negativis,  æquilibrium  locum  ha¬ 
bebit.  Angulus  vero  u  observatus  est,  plano  circum  statum 
aequilibrii  oscillante;  itaque  erit 

j*  (y  —  A)  d  R  =  0 
integrali  scilicet  ab  y==o  ad  y=^i  sumto;  vel 


20 


* 


dt 


TS— 


l54  -^V^SMT3 


/ 


(y— A)  (P  —  Q.  --)%  =  o.  .  .  XXVII. 

4g 

Quum  quantitas  k  ope  observationum  cum  plano  mobili  in¬ 
stitutarum  praecisione  quadam  nullo  modo  determinari  possit,  va¬ 
lor  illius  ex  observationibus  in  §  21  allatis  deducendus  est.  In 
hunc  finem  observandum  puto,  lineam  guttularum  C  B  (fig.  6), 
quæ  ad  distantiam  K  a  plano  mobili  disrumpi  incipit,  esse  ipsi 
a  A  parallelam,  unde  Cos  B/3  K;  atque  inaequalem  gut¬ 
tulae  B  tensionem  introrsum  versus  C  et  flumen  versus  a  cohas- 
sione  aquæ  æquiparari.  Tota  vero  differentia  tensionis,  quæ 
versus  lineam  mediam  CO  a  et  liberum  flumen  secundum  dire¬ 
ctionem  plani  in  genere  locum  habet,  in  §  58  reperta  est 


c2  sin  u 

-  -(•+  -v-  2 

4g  n 

dispertita,  erit 


f  (0)  )  x  sin  u ,  quæ,  per  totam  lineam  a  A 


i  c 2  sin 

—,  — (  i  4 - -  Z  f  (0)  )  k  sin  u 

1  4g  «  J 


unde,  ponendo  CB  =  h ,  summa  hujus  differentiae,  inter  CetB 
sumta,  erit 

1  4g  '  '  n  J 

h  cz 

intensitas  in  quolibet  ordinatæ  B  (3  puncto  =  —  .  —  (  1  -f- 

l4g 

sin  u 


h  cz  sin  u 

—  (1  -f- - Z  f  (9)  )  k  sin  «  f  atque  adeo 

1  4g  »  J 


1  „  r. 

—  Sß)  )-  sin  «. 


Quum  vero  æquajlio  XIV  (eundem  cohæsioni  aquæ  valorem 


i55 


X,  v-  .  — )  —  =  -7-  sin  «  (0)  )  - 

f  K_  n  4&  I K  n  J  4g 


dare  debet,  obtinetur  omTiino,  si  per  A#,  ko,  Ko,  designentur 
quantitates  in  ista  aequatione ,  ubi  u  erat  ^o°,  occurrentes , 
h  x  /*(  ê  )  C2  hx  .  sin 

4g 

Ex  hisce  quantitatibus  videtur  omnino  K  ex  pressione  flu¬ 
minis,  atque  adeo  non  tantum  ex  velocitate,  sed  etiam  ex  sin«, 

i 

pendere,  pressio  enim,  quam  obstaculum  a  flumine  patitur,  ma¬ 
jorem  prope  illud  densitatem  efficit,  quæ  quidem  quantitatem  K 
determinat.  Quum  itaque  hæc  major  densitas  respondet  ipsi 

C2 

—  sin  « ,  erit  K^K .  Sin  w. 

4g 


Ex  aequatione  XVI  (§  20)  est  ho  ss  xo  V 

continuitas  vero  motus  aquæ  subministrat 

h,  sin  «,  c  zzz  x  sin  u.  ß  c ,  h  zz  /S.  x 

f»4.  */(«.)  * 


X2  %  2 
o 

7»‘ 


n 


sin  u 


"iß  v  1  ; 


Y2  Y.  2 


H 


itaque  exinde  ~= 


n 


sm  u  (  lK/sinu 

1  "+•  n  2/(0) 


r  AE 


Ex  fig.  25  autem  patet,  esse  —zz:-^  zz  sin  u  ;  itaque,  ob¬ 


servando  —  esse  ex  f  21  e= 
r 


tVtv  erit 


I5^ 


v* 


XXVIII.  \/ 


.  sm  u. 


Ut  angulus  9  determinetur,  repræsentet  A  a  (fig.  5o)  pla¬ 
num  mobile,  P  punctum  quoddam  orbitæ  guttulae  B  (fig.  2b), 
P  T  tangentem  in  hoc  puncto;  sit  OQ=z\p}  PQzzia'y  tunc  fiet 

da 


Tang  PTQ  = 


k  V  da 


d\p 


.  Sed  a=x  -f-  (I — y)  cos  \f/5=y  sin  «, 


ft/  7 

+ 


_  ,  _  ,  .  Ouum  9  designat  angulum,  quem 

X  I  d^  ÿ2  sin  n  tang  u  *  0 

tangens  in  at  et  planum  a  A  inter  se  faciant,  evadit  omnino  i- 

bi  tang  PTQ=z9-±-ßo°- — -zz,  et  adeo 

a 


I 


Sill  u 


tang  0  == 


XXIX . 


K 


l  ; 


cos  u 


Ubi  u  fuerit  =  900,  hæc  expressio  in  valorem  approxima- 

y 

turn  æquationis  XVII  (§  20)  h.  e.  in  y  transibit. 


Quantitati  Z  f  (  9  )  determinandae  lieic  quoque  aequatio 

/  7  'i  sin  9  cos  0 

9 


1  (7  /  'i  f  7  i\  sin  9  cos  9  .  „ 

-Z/Ö=i  --f— [  +•*{ - > - Q - ,  ïa  §  21  reperta, 

n  (  n  m J  1  n  my  9 


7  7. 

apia  est.  Valores  ipsorum  —et  —  in  §  8  determinati  ßijnt.  Va- 
.  um 


-  VS 
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lor  correctionis,  quæ  ex  Z  /  (5)  oritur,  jam  pro  w  — 52  in  loco 
decimali  tertio  ingreditur,  quia  z  -f-  —  Z  /  (ô)  est  =  1,-875,  et 


*+- 


n 


1,880.  Hæc  correctio  omitti  itaque  potest  pro  hocce 


anguli  u  yalore,  atque  adeo  a  fortiori  pro  angulis  incidentiæ  mi¬ 
noribus.  Ista  observatio  heic  theoriae  cunei  causa  allata  est,  in 
qua  correctio,  de  qua  quaestio  est,  negligi  potest. 

§.  42. 

Jam  reperto  numero  aequationum  ad  quantitates  determi¬ 
nandas  sufficiente,  quæ  in  aequatione,  statum  aequilibrii  plani 
definiente,  occurrunt,  ad  hanc  aequationem  ulterius  evolvendam 
transgrediar.  Vi  denominationis  assum tæ  est  omnino 

Q  .  y * 


Pf  {y— A)  dy  —  —J  (y — A)  ß  £-  dy 

;} ÿ,; 


A 

J. 


P  (y— ^)2— A2  ß2Qc2  jy 

2  “  /2  4g  I  4 

vel  quia  \  l  —  A  = 

#a-  Q 

/2  4g 

„  /3aQ  r2 


XXX. 


3  4g 

Quantitatibus  u  et  n  modo  perquam  implicito  in  aequatio¬ 
nes  ingredientibus,  putavi  equidem  me  aptius  factuFum,  si  theo¬ 
riam  cum  experimentis  comparaturus  comparationem  ipsam  ad 
exoentricitatem  e  releram. 
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vV- — j»-f 


Si  planum  tam  alte  in  flumen  quoddam  immergatur,  ut  in 
fluido  prorsus  indefinito  versari  censeri  possit,  evanescit  omnis 
a  pressione  hydrostatica  oriunda  agendi  vis,  atque  æquatio  XXFV 
ducet  omnino  rectâ  via  ad  excentricitatem  determinandam ,  si 
orbitae  guttularum  in  planis  ipsi  superficiei  aquarum  parallelis 
fitæ  assumantur.  Dividendo  æquationem  XXIV  per  sin  u  et 

Q 

ponendo  Q'  rr- - fiet 

^  sin  n 


c 2 

d  R  s=  ( —  sin  u 

4g 


Q'  .  —  du\  et  æ~ 
4g 


quatio  XXVII  determinabit  excentricitatem ,  posito  P  — sin  u. 

4g 

Æquati»  XXX  dabit'  itaque  excentricitatem 

Æ2  .  Q'  .  / 

12  sinu  —  4/SaQ' 

ex  velocitate  fluminis  et  altitudine  plani  nullo  prorsus  modo 
pendentem. 


§• 

Theoriam  plani  mobilis  examini  experimentorum  jam  sub¬ 
jiciam  —  Id  facienti  primum  occurrit,  velocitatem  secundum 
planum  esse  =  o  ad  extremitatem  ejus  anteriorem,  quando  u 
est  =  47°.  Duæ  tantum  observationes,  huic  comparationi  in-* 

r  c 2 

slituendæ  aptæ ,  reperiuntur.  In  exp.  17  (§  g)  erat  —  =  25 

4g 

c* 

lin. ;  et  a2  .  —  =  2,3  vel  forsan  4  lin.  In  Exp.  17  (§  K) 

.  4g 


i5g 

c 1 

a2. —  nihilum  aliquantulum  excedebat.  Ex  theoria  huc  usque  vul- 

4g 

c2 

go  recepta  «st  u2  —  =  n  vel  12  lin.  Modum  quendam  sim- 

4g 

plicem  eumque  certum,  quo  hanc  observationem  instituerem  , 
excogitare  non  potui )  quia  fluctuationes  aquarum,  cum  ex  va¬ 
riatione  directionis  fluninis ,  tum  ex  ipsa  guttularum  ad  aciem 
plani  separatione  ortæ  impediunt,  quo  minus  superficies  aqua¬ 
rum  tuto  determinari  possit. 


Sequens  tabula  continet  examen  valoris  ipsius  /3,  ex  theo¬ 
ria  ope  aequationis  XXIII  deducti. 


Citatio  Ex¬ 
perimenti. 

Angulus 

u 

/3 

ex  æqu.  xxii. 

ß 

ex  experim. 

Differentia. 

Exp.i7'§6et/ 

f>i°45' 

0,861 

o,854 

Hr  0,007 

is 

Af 

0,818 

o,845 

-  0,025 

55° 

cn 

00 

00 

«\ 

0 

0,87° 

-H  0,019 

Quippe  quum  theoria  supponat,  C  a  (fig.  26)  aquam  bi¬ 
partientem  planum  in  a  occurrere,  quod  omnino  postulat,  ut  «  sit 
45°  circiter,  possunt  ea  tantum  experimenta,  quæ  ,  planis  su¬ 
perficiem  stringentibus,  cum  foramine  N:o  5  et,  planis  in  flu¬ 
men  demersis,  cum  foramine  N;o  4  instituta  sunt,  ad  æqua-r 
tiones  XXX  et  XXXI  probandas  adhiberi.  Ex  posteriori  pras^ 


iGo 

terea  experimentorum  classi  ea  tantum  eligenda  sunt,  quæ  cum 
plano  in  media  fluminis  profunditate  posito  facta  sunt.  Neque 
tamen  in  his  experimentis  planum  majus  in  fluido  indefinito  po¬ 
situm  censere  possum.  Experimenta  cum  plano  in  summa  aqua 
posito  et  foramine  N:o  5  instituens  (Exp.  17  §  b  et  §  e),  velo¬ 
citatem  fluminis  non  notayi,  unde  illa  calculo  subjici  nequeunt. 
Hinc  sequitur,  nos  posse  experimentis  cum  inferiori  tantummo¬ 
do  plano  factis  (Exp.  17  §§  i  et  K)  confidere.  Sequens  tabula 
exhibet  angulos  ACA'  (fig.  29)  ope  experimentorum  gradibus 
sexagecimalibus  æs limatos. 


• 

Citatio 

Experimenti. 

Planum  in  summa 
aqua  positum. 

Planum  in  medium 
flumen  demersum. 

Numerus  foraminis, 
immissus 

per  quod  axis 
erat. 

2. 

fi. 

4. 

2. 

fi. 

4. 

Exp.  17$  (b)  et  (f). 

143°! 

iofi°I 

56»i 

l62°§ 

lfifi° 

1060 

?»  §  (e) 

i48° 

iofi° 

— 

_____ 

— 

’>  §  lg) 

— 

9  40 

— 

— 

— 

— 

»  5  M 

<»■  ■< 

— 

— 

— 

i45° 

— 

»  §  (0 

— 

— 

- - 

— 

— 

112° 

»>  §  (^) 

1 1  o° 

66° 

— 

— 

- 

mediufn  .... 

i48° 

io5° 

6 1° 

l62°i. 

1 58° 

Q 

109 

Altitudo  plani  ad  maximum  ±  profunditatis  fluminis  ,  atque 
longitudo  ejus  latitudinis  erat. 
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Citatio 

angulus 

.v  N  \ 

Excentricitas  lin.  dee 

definita. 

experimenti. 

\ 

u 

ex 

theoria. 

ex 

experimentis. 

Differentia. 

Exp.  17  §  K 

55° 

n,4 

1  2,5 

+0,9 

Éxp.  17  §  i 

56° 

18,2 

t 

18,4 

+o,i. 

§■  44. 

Examinato  effectu,  quem  in  impetum  obliquum  suctio  ex¬ 
serit,  jam  ad  resistentiam  cunei  determinandam  transgrediendum 

t 

est.  Pro  quolibet  ipsius  u  valore  ,  ab  go°  usque  ad  o° ,  acies 
cunei  omnem  aquam  in  duas  æquales  similique  modo  sese 
moventes  partes  dividit.  Fingo  duas  guttulas  eodem  momen¬ 
to  juxta  se  invicem  ad  aciem  cunei  o  (  fig.  25  )  pervenire. 
Sejunctae  pari  velocitate,  ce>  .  c ,  secundum  latera  cunei  moveri 
nituntur  ;  in  ipso  separationis  momento  sub  angnlo  z  u  =  AOÄ 
a  se  invicem  discedunt.  Producatur  latus  cunei  AO  et  demit¬ 
tatur  Äm  ad  AO  normalis.  Apparet  itaque,  velocitatem  nor¬ 
malem  ,  qua  hae  guttulae  a  se  invicem  discedunt  >  fore  =  a.  c. 
sin  (  i8o°  —  2  u).  Mutua  itaque  retardatio  oriunda  erit  =b 

i  cticisin*(is&° — zu)  ,  .  , 

— . - — .  Quælibet  autem  harum  guttularum  ha- 

»  4g 

bebit  ob  vim  inertiæ  suæ  velocitatem  c,  cos  u  secundum  latus 
cunei  ;  itaque  erit 
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Quando  «  est  =3  0  ,  fit  cc  =  z  ;  posito  vero  u=s^j°t  obtine¬ 


bimus  a 


eundem  omnino  valorem, 


qui  per  the¬ 


oriam  tubuli  Pitotiani  obtinebatur.  Hic  ipsius  u  valor  solus  est, 
quo  theoria  cunei  cum  hac  convenit.  Posito  denique  u  yo° , 
fit  cc  'zz  0. 


Huc  usque  retardationem  nullo  modo  fespexi,  quus  in  mo¬ 
ta  aquæ  ex  frictione  oritur,  quia  ex  experimentis  (N.  E.)  ma¬ 
nifestatum  est,  illam  omnino,  superficie  corporis  demersi  non 
magna,  ut  cubi  ex.  gr. ,  fore  perexiguam.  Aliter  prorsus  res 
forsan  sese  habere  potest,  acuto  cuneo  proram  constituente.  Si 
planum  quoddam  EA  aliquantulum  in  aqua  AB  (fig.  34)  verli- 
caliter  demergitur,  hæc  omnino  ad  C  allevabitur,  si  modo  aqua 
planum  madefacere  potest.  Hoç  omnino  manifestat,  frictionem 
quandam  ex  sola  cohæsione  oriri.  Per  se  vero  patet,  frictio¬ 
nem  ex  asperitatibus  superficiei  adhuc  magis  pendere.  Perma¬ 
gna  velocitatis  differentia,  quæ ,  aquâ  per  tubos  et  canales  mo¬ 
la,  in  medio  filo  aqueo  et  ad  latera  locum  habet,  ifidicat  omni¬ 
no,  retardationem  ex  his  impedimentis  ortam  permagni  momenti 
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esse.  Euler,  putans  frictionem  motui  corporum  v aid o  impe¬ 
dimento  esse,  primus  fuisse  didetur,  qui  frictionis  vim  calculo 
inferre  lentaret  4).  Quamquam  autem  terminus  frictionis  ab  il¬ 
lo  propositus  cum  experimentis  congruere  minime  repertus  est  5)  j 
indicabat  tamen  differentia  inter  resistentiam  cuneorum  acuto¬ 
rum  ex  theoria  et  experimentis  deductam  permagna,  praecipuo 
frictionis  termino  opus  esse.  Nordmark  6)  hunc  terminum 
definivit  assumendo,  frictionem  ex  superficie  et  velocitate  jun- 


4)  Novi  Comm.  Acad.  Scient.' Imp.  Fetrop.  Tom.  VI:  Tentamen 
theoriæ  de  frictione  fluidorum.  Sententiæ  Eulerianæ  favebant 
omnino  experimenta  D:ni  Fobins  (New.  Prine,  of  Gunnery. 
Lond.  iy42),  quæ,  velocitatibus  permagnis,  resistentiam  duplo 
majorem  dabant,  quam  quæ  ex  theoria  Newtoniana  obtinebatur. 
Lambert  (Meni,  de  l’Acad.  Berlin  1760)  vero  11011  eandem  con¬ 
sequentiam  ex  hisce  experimentis  duxit  —  et,  postquam  Tem¬ 
pel  h  o  f  (le  Bombardier  Priisieri ,  Berlin  178')  experimenta  a  D:no 
Antoni  'furini  instituta  calculo  subjecerat,  doctrina  Newtoni¬ 
ana  iterum  recepta  est,  resistentias  scilicet  quadratis  velocitatum 
proportionales  esse, 

5)  Genf.  Nor  dm  ark;  Kongl.  Sw.  Wet.  Acad.  Nya  Handlingar 
i8o5.  Frictione  primum  theoriæ  ut  constante  inserta,  deinde  ve¬ 
ro  ex  certis  quibusdam  experimentis  deductâ,  hæc  comparatio 
difficilis  omnino  et  incerta  necessario  est;«  quia  huic  frictionis 
termino  non  ipsius  tantummodo,  sed  etiam  lotus  theoriæ  error 
imponitur. 

6)  Principes  d’une  nouvelle  theorie  elc< 


1 64 


ctim  pendere,  atque  theorise  suæ  magnam  comparavit  congruen¬ 
tiam  cum  N»  E.,  experimentisque  a  Bos&ut,  Borda  7)  Vin¬ 
ce  8)  et  af  Chapman  institutis.  Quum  terminus  frictionis 
theoriam  vulgarem,  nullo  puppis  respectu  habito,  experimen¬ 
tis  componeret,  opus  fuit,  ut  frictio  majoris  momenti  putaretur, 
quam  re  vera  esset.  In  experimento  ex.  gr.  N:o  69,  D:ni 
Bossut  erat  resistentia  cunei,,  cujus  latera  angulum  1= 
inter  se  faciebant,  zzz  162,0  livr.,  quum  ex  theoria  vulgo  re¬ 
cepta  esset  =3  4y  livr«.  tantummodo.,  Ope  termini  frictions  Dni 
Nordmark  eruebantur  n4^  livr.  Tertia  interea  dignitate  velo¬ 
citas  in  hunc  terminum  ingrediebatur  9),  quod  tamen  E.  H, 
non  approbant  10V  Experimentis  et  theoriis  hoc  modo«  inter 


7)  Menu  de  1’Acad.  1767.. 

8)  Phil,  Trans.  1798». 

o)  De  sua  ipsius,  theoria  Nordmatk.  observat  (Principes-  etc.  pas?.. 
J 5p),  '’qu’il  pourra  bien  arriver,,  par  exemple  que  la  puissance, 
sous  laquelle  la  vitesse  doit  entrer  dans,  l’expression,  du  frotte¬ 
ment  ,  doit  être  ou  mieux  constatée  ou  autrement  modifice,’5 
3a  m  anno  i8i4  Nordmark  novas,  calculo  subduxit  formulas, 
assumens  frictionem  nullo,  modo  velocitati,  obtemperare  (Vet.. 

AcaiL  Hand],  Sect„I  pag,  1),.  et  illam  ex  pressjone  tantum  pen¬ 
dere  puta  vit».  (E.  H  p.  984; 

10)  Respectu  eorum,  quae  resistentiam  corporum  pfoprie  spectabant,, 
hæc  experimenta  secundum  ordinem,  a  D:no-  Nordmark  desii- 
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»e  pugnantibus  videmur  omnino  eo  potius  ad  ea  experimenta 
confugere  debere  y  quæ  ad  valorem  hujus  resistentiae  directe  de¬ 
terminandum  instituta  sunt.  Cylindris  plumbeis  in  aqua  cir¬ 
cum  axem  oscillantibus,  Coulomb  n)  reperiebat  vim,  qua 
aqua  superficiei  225  ped,  quadr.  adhaereat ,  respondere  uni  gra¬ 
no*  Velocitas  in  hisce  experimentis  perexigua  erat.  Pro  ve¬ 
locitatibus  exiguis,  reperiebat  frictionem  aquæ  esse  ipsi  veloci¬ 
tati  proportionalem  •  pro  majoribus  vero  quadrato  velocitatis. 
Ex  experimentis  denuo  factis  unam  frictionis  partem  velocitati 
proportionalem ,.  alteram  vero  constantem  et  perexiguam  inve¬ 
niebat.  Circulus  quidam,  diametrum  0,190  metr.  habens 
et  circum  centrum  velocitate  o ,  1  4  metr.  quolibet  min.  see.' 
sese  movens,  resistentiam  unius  gramm.,  in  vecte,  cujus 
longitudo  =s  o,  1  4  3  metr. ,  agentem,  patitur  12).  Secun¬ 
dum  experimenta  D:ni  Beaufoy  frictionis  valor  in  majore 
omnino  ratione,  quam  velocitas,  in  minore  autem,  quarn  qua¬ 
dratum  velocitatis,,  crescit.  Determinationem  autem  frictionis  ab 
illo  factam  cum  N.  E.  minime  congruere,  jam  (§.  3o)  monstravi. 
Imminutio  velocitatis  aquarum  in  tubis,  canalibus  et  fluminibus, 
fundo  satis  aequo-  instructis,  motarum  ex  ea  pendere  videtur  rew 


gna’am  instituta  sunt.  Comparatio)  apparèt  ex  tabulis;  pag. 
seqq.  (E..  H.J  allatis. 

1  r);  Mem/.  de  l’Acad.  1784.  pag.  2  54.. 

I2-);  M.  Xnst.  IIL  vid  Young,  U..  pag*  228^ 
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sistentia,  quam  motus  ex  adhæsione  ad  latera  (h.  e.  ex  cohæ- 
sione  cum  strato  aquco  lateribus  adhaerente)  et  asperitatibus  la¬ 
terum  perpetitur  i5),  Ex  observationibus  autem,  heic  pertinen¬ 
tibus,  valor  frictionis  non  immediate  determinari  potest,  sed 
ope  supputationis  cujusdam,  cui  opus  est  legem  aliquam  suppo¬ 
nere,  secundum  quam  retardatio  per  omnia  strata  aquea  a  late¬ 
ribus  ad  axem  spargitur.  Ex  experimentis  suis  posterioribus 

^  *  •  ,  r  — 

Coulomb  conclusit,  phaenomenis  omnino  satisfieri  ponendo  re¬ 
sistentiam  proportionalem  functioni  cuidam  rationali,  quae  ex 
duobus  constat  terminis,  quorum  prior  primam  dignitatem,  aller 
vero  quadratum  velocitatis  contineat.  Hinc  sequitur  expressio¬ 
nem  D;ni  Dubuat,  logarithmum  continentem,  et  D:ni  Chezy, 
quadratum  tantummodo  velocitatis  amplectentem  ,  deserendam  es¬ 
se.  De  cetero  Prony  quoque  reperit,  expressionem  simpli¬ 
cem  D:ni  Girard,  ex  duobus  tantum  terminis  constantem, 
quorum  scilicet  alter  primam  dignitatem,  alter  secundam  conti¬ 
net,  majori  simplicitati  eandem  praecisionem,  ac  enuntiatio  D:ni 
Dubuat,  jungere.  i4)  Quum  itaque  experimenta  de  resistentia 

io)  Coni.  P  r  o  n  y  Theoretisch  Practische  Abhandlung  über  die  lei— 
tung  des  assers  in  Kanälen  und  Rörenleilungen.  Giessen  1812 
&  II.  seqq. 

i4)  Prony  1.  c  §§.  i42  ,  169.  Ne  vero  a  proposito  nimis  abducar, 
heic  tantum  observandum  puto,  formulam  D:ni  Prony,  phaeno¬ 
menis  indubirate  maxime  convenientem,'  in  eo  praecipue  a  D:ni 
Girard  discrepare,  quod  illa  assumserit  amborum  terminorum 
coefficientes  diversos. 
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proprie  facia  (coüf.  §.  27)  omnino  postulant,  resistentiam  esse 
quadrato  velocitatis  quam  proxime  proportionalem  —  pars  vero 
resistentiae,  ex  impetu  et  suctione  orta,  quadratum  quoque  ve¬ 
locitatis  continet  ;  videri  itaque  forsan  potest  lrictio  quoque  esse 
debere  quadrato  velocitatis  proportionalis.  Hæc  pugna  inter  ex¬ 
perimenta  de  motu  aquæ  per  tubos  canalesque  et  de  resistentia 
ipsius  facta  ex  duplicitate  fontis,  ex  quo  frictio  oritur,  cohee- 
sioae  inquam  et  impetu,  derivanda  mihi  videtur.  Major  ipsa 
exiguitas,  quam  in  theoria,  resistentiam  puppis  quoque  respici¬ 
ente,  habet  terminus  frictionis,  quam  in  alia,  quæ  totam  resi¬ 
stentiam  formas  proræ  tribuendam  censet,  necessitatem  duas 
quantitates  constantes  frictionis  causa  theoriae  inserendi  minime 
postulare  videtur.  In  eo  vero  postulatis  experimentorum  *)  sa¬ 
tisfacere  volo,  quod  retardationem  velocitatis,  quacum  molss 
aquæ  interior  movetur,  ex  termino  frictionis,  primam  velocita¬ 
tis  dignitatem  continente,  pendere;  impetu  vero  ipso  terminum 
quendam  frictionis,  ex  quadrato,  velocitatis  pendentem,  conti¬ 
neri  sinam. 

Valorem  frictionis  magnitudini  superficiei  quodammodo  re¬ 
spondere,  per  se  omnino  patet  —  sed  utrum,  instar  frictionis 
corporum  rigidorum,  ex  pressione  nec  ne  pendeat,  inter  aucto¬ 
res  non  convenit.  Frictionem  a  pressione  minime  auctam,  sed 
e  contrario  ,  demersione  ad  partem  tantum  facta,  majorem  eva- 


*)  Conf.  Dubuat  Torn.  I.  pag,  29  et  Tom.  II.  pag  53,  5éi 
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»isse  i5),  Coulomb  repent.  Magna  experimentorum  copia, 
quae  Dub u at,  Dobenheim  et  Benezech  omni  cura  et  dili¬ 
gentia  instituerunt,  indicat  omnino  resistentias,  quas  aquæ  per 
tubos  et  canales  motæ  perpetiuntur,  et  quae  actioni  vis  gravita¬ 
tis  obsistunt,  in  omnibus  sectionibus  transversis  ex  diversa 
pressione  cui  diversae  sectiones  subjectae  snnt,  nullo  prorsus  mo¬ 
do  pendere.  16)  Experimenta  D:ni  Beaufoy  17)  indicare  qui¬ 
dem  videntur,  resistentiam  paullo  majorem  evadere,  corporibus 
profundius  demersis  —  sed  si  modus  ipse  experiundi  nihil  quo¬ 
que  exoptandi  respectu  praecisionis  inexpletum  relinqueret  ;  res¬ 
pondet  tamen  incrementum  resistentiae  nullo  modo  auctæ  pressio¬ 
ni  hydrostaticæ.  Resistentia  enim  ejusdem  corporis,  5  ped.  de¬ 
mersi,  reperiebatur ,  corpore  6  ped.  demerso  et  velocitate  eadem, 


15)  Yong  1.  c.  II.  pag.  228.  Hoc  ex  allevatione  aquae  juxta  super¬ 
ficiem  cylindri  oscillantis  et  in  fluido  ad  partem  demersi  necessa¬ 
rio  sequebatur  —  unde  altitudo  immersionis  ejus  vera  erat  A  C , 
non  vero  A  A  (vid.  fig.  54). 

16)  Prony  1.  c.  §.  io5,  Dubuat  Tom.  II.  §.  34q  et  364. 

17)  Annals  of  Philosophy  of  Thomson.  Jan.  i8i4.  pag.  46.  Ex  al¬ 
tera  parte  experimentum  D:ni  Borda  (Mem.  de  l’Acad.  1767 
pag.  5oo  allatum  est,  aphæram  scilicet  profundius  demersam  m:- 
norem  quam  in  summa  aquae  resistentiam  peipessam  fuisse;  hoc 
tamen  ex  denivellalione  pendere  videtur;  quemadmodum  casus, 
qui  origo  reflexionis  in  N.  E.  pag.  157  obviæ,  fuit,  sine  omni 
dubio  ei  quoque  adscribendus  est. 


unâ  parte  vicesima  quinta  aucta.  Evidentius  ejusmodi  incremen¬ 
tum  ex  experimentis,  a  D.  Jüan  institutis,  sequi  posset;  ve¬ 
rum  tamen  quum  omni  de  hac  re  experientiae  repugnent,  jure 
quodam  effectus  casiis  cujusdam  fortuiti  in  illa  irrepsisse  putan¬ 
dus  est,  donec  experimenta  ejus  denuo  facta  fuerint.  Si  frictio 
ex  pressione  hydrostatica  notabiliter  penderet,  superficies  aqua¬ 
rum  per  incilia  (les  anges,  gall.)  motarum  tantam  retardatio¬ 
nem,  quantam  stratum  inferius,  non  perpetiretur;  quod  tamen 
locum  habere  observationes  manifestant.  Phaenomenon  suctio- 
nis  ostendit,  cuneos  acutos  necessario  majorem  suctionem ,  quam 
pressionem  perpeti.  Quo  vero  modo  auctores,  qui  frictionem, 
vel  etiam  solam  illius  partem  ,  ab  impetu  ortam  (ut  Nordmark), 
ex  pressione  pendere  assumunt,  terminum  frictionis  hoc  casu 
construere  potuerunt,  si  perversitatem  frictionis  negativæ,  vel 
retardationis  acceleratricis  vitare  velint? 

His  rationibus  adductus  frictionem  aquæ  ex  pressione  nullo 
modo  pendere  statuo. 

Ç.  45. 

Iisdem  ac  in  §  58  denominationibus  servatis  et  posita  ex 
supputatione,  quam  §.  4i  continet,  quantitate  E  f  (ß)  zr  1,  erit 
omnino  altitudo  pressionis,  quæ  vi  acceleratrici  in  qualibet  ordi¬ 
nata  respondet, 

c-  x  sin  u  . 

=  —  .  —  (*  +■  - )  sin  u 
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Resistentia  cunei  in  fluido  indefinito  determinanda,  possunt 
omnino  orbitæ  guttularum  planae  et  superficiei  aquarum  paralle¬ 
lae  assumi.  Convenientia  inter  theoriam  et  experimenta  cum 
plano  mobili  instituta  nullum  ex  hac  approximaiione  assumta  er¬ 
rorem  metuendum  esse  indicavit.  Ponendo  Op  (fig.  26)  zu  \f ; 
et  altitudinem  plani  =  H ,  sequitur  omnino  exinde,  volumen 
aquae,  quod  libere  cadendo  velocitatem?  quae  in  ordinata  P  M 
locum  habet,  gignit,  fore 

c2,  x  sin« 

=  —  .  ——  (  i  "T"  - )  sin  «  X  '  H  à  yJ. 

4  g  l  n 


Designet  /  pressionem  aquae ,  qua  duabus  superficiebus  sibi 
invicem  affricantibus  ,  quarum  areae  sunt  rr  1  et  velocitas  relati¬ 
va  =  z,  ad  motum  sustendandum  opus  est;  exprimet  omnino, 
ex  proxime  antecedente, 

f  v  H  d  y 


volumen  aquae,  quod  libere  cadendo  retardationem  motils  ex 
frictione  ortam  metitur.  Posito  elemento  temporis  dt}  erit 
itaque 


k  sin« 

—  *  *T  C  1  "i" - )  sin  n 

4g  l  n 


du 

di* 


dy  i 

vel  quia  —  —  ^  ^  ?  ß  .  c  .  x  =  x  .  v }  dy  zzz  vdt ,  et  ponendo 


t-,  1  ,  si  nu 

D  —  —  (f  H - )  sin  u. 


n 


c  X  sin  u  2P  f 

—  * - 7 - v  ]  —  •  77— - — 

2g  f  c  ß  K  sin  u 
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unde,  integrali  ab  y  =  0,  quo  casu  v  est  =  a.  c,  ad  y  =  /, 
quo  casu  u  ~  /3  .  r,  surato,  obtinetur 


^  ,  r  r  k  sin  a 

-  .  -D.~-.~-.  — — 

f  ,  ‘  I  2g  f 

~~  •  ^ — : —  ~  Ios-  hyp* 

c  [6  X  sin  « 


oc  .  c 


_  0  c  jesmn 

D  — - ß  ,  c 
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Ex  modo  autem  ratiocinandi,  qui  in  §.  4i  ad  valorem  ipsius 

K  ** 


-j-  deducendum  adhibitus  est,  et  quia—  =  sin  u ,  sequitur 


ne- 


cesse  esse 


k  2  y-  2 
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2.  3 

Posito  I r:  — ,  [z*f— l/(# J])2,  erit  —  /3sinzc:=  V^/3sin4M,* 

r2  ü  2  n  J  I 


unde 


2g 
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\J  Aß  sin4  u 


log  hyp. 


Dc 

2gt 
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Asin4u 
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cc 


.  Posito 


Dc 


Asia4  n 


2g\^  ß 
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2g  f  ___ 


a 


a  =  0,  fit  — .  — —  rs  V°  • /3  log- hyp.  775  unde  /3  —  0.  Posito 
c  ° 

et  «  ss  0,  et  /  =  Oj  ß  =  ce  =  r.  (æqu.  XXXII). 
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Explicatio  ulterior  poscit,  ut  per  simpliciorem  quantlam  ip¬ 
sius  y  functionem  v  exprimatur.  Quum  vero  terminus  frictio¬ 
nis  necesse  perexiguus  sit,  rei  naturæ  maxime  consentaneum 
videtur,  ut  medius  quidam  quantitatis  v  valor,  cujus  coefficiens 

06  “1“  /3 


/  sit,  assumatur.  Ponendo  v  = 


conditionibus  nuper  re¬ 


pertis  nullo  modo  satisfit.  Ponendo  autem  v  =  c  V  cc  ,  /3 ,  fit 


Dr  2g  f  .c  y*/3 

[  0  •  T  •  n  •  ]  U  —  v 

ß  l  c  [0 .  Ksm  u 


ac. 


k  sin  u  1  /  A  sin4  u  n 

vel,  quia  — ^ —  =  |/  - 7,- - >  v  =  [6  c  posito  y  =  /, 


/3 


/3  = 


i  (.  ■ - l/>  1/i  <—  ^l/;>  V», 


r  sin*  « 


sin  u 


rsniÄi*r  A 

(conf.  §,  21) 


)XXXI1I. 


D  —  \  (  i  H - )  sin  u ,  —  •2V0'  x  ( z  "d"  *• 

n  r  n  I 


n  j 


Si  /  vero  finitum  habet  valorem,  fit  omnino  ß  zz  0,  ubi 
«  s=  0,  et  /3  =  0,  ubi  r  =  0.  Si  autem  /  ponitur  zz  0,  fit 
ß  zz  cc  zz  1  quando  u  zz  0.  Positis  et  /  et  et  r=s  0,  obtinetur, 
ubi  «  ~  4y°  æquat'o  XXIII  (§  58),  quæ  planum  mobile  re¬ 
spicit.  Quod  evanescente  n  evanescat  ß  pro  quocumque  ipsius 
c  valore ,  continere  mihi  videtur  phaenomenon  adhaesionis  h.  e. 
necessitatem  ut  lateri  corporis  stratum  quoddam  aqueum  affixum 
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-  vs  "s*-^ 


maneat,  cujus  velocitas  est  :z:  0 ,  h.  e.  quod  corpori  adhæreat. 
Nam  notandum  p ,  pro  valore  quocunque  finita  r  ë  r  tt  non 
esse  zz  0,  nisi  latus  cunei  in  infinitam  longitudinem  abeat.  Ex 
aequatione  /3  zz  0  pendet  itaque  retardatio,  quam  aquæ,  per  tu¬ 
bos  et  canales  motee,  patiuntur. 


$.  46. 

Vnius  cujusque  guttulae  pressio  normalis  in  quodlibetcumque 
punctum  M  (fig.  126)  est  ex  §.  3g 


£  ^ 

=  ( —  r 

4g  J 


d\p 


ïï  p)  si 


V 


sin  u 


äs  n  4g 

Ad  directionem  vero  motus  relata  eadem  fit 


=  [(- 

4g 


/—  d/Osin  m - . — 1  sin  w. 

äs  a  4g J 


Hæc  pressio  constans  competit  rivulo ,  cujus  latitudo  est  r:  d\p 
et  altitudo  zzz  H ,  orbitæ  enim  guttularum  sunt  quam  proxime 
p'anæ  et  superficiei  aquarum  parallelæ.  Utraque  cunei  latera 
(h.  e.  prora)  premuntur  itaque  volumine  aquæ,  quod  est 


r  cz  rd^j  .  ivz 

=  2  H /\ ( - /  —  ïïp)  sin  « - .  — ]  d  \p  sin  u 

J  4g  J  ds  n  4g 

integrali  scilicet  a  zz  0  ad  \p  zz  dimidiæ  navieulæ  latitudini. 


Ex  §.  44  debet  resistentia,  ex  frictione  secundum  latera 
cunei  orta,  esse  quadrato  velocitatis  proportionalis.  Postulat 
vero  tunc  homogeneitas  expressionis,  ut  terminus  fricticnis  per 
quantitatem  quandam  dimensionis  linearis  quoque  dividatur. 


/ 


174 


. . . 


V4 


Habebit  itaque  hic  förmam/.—  I  H  dy,  unde  resistentia,  quæ 

4g 

ex  frictione  secundum  latera  cunei  oritur,  erit 

zHf  A  A 

=  -  cos  u  tv*  au , 

4g  J 

integrali  ab  y  =z  o  ad  y  =  /  sumto 


Frictio  reliquæ  superficiei  naviculae  ex  amplitudine  pendet, 
unde  forma  ejus  determinanda  est.  Quum  inter  classes  expe¬ 
rimentorum,  sat  ample  factorum,  tantum  experimenta  D:ni 
Beaufoy  et  E.  H:  ab  effectus  denivellationis  prorsus  libera  sint, 
et  priora  horum  mensuras  absolutas  sat  certas  minime  exhibe-, 
ant,  restant  tantummodo  E.  H.  comparationi  inter  experimenta 
et  theoriam  apta.  Convenienter  formae  navicularum  in  L.  II. 
adhibitarum  terminus  frictionis  itaque  construendus  est.  Habeat 
autem  media  harum  navicularum  pars  vel  cubi  vel  parallelepipe- 
di  formam.  Si  longitudo  ejus  ponitur  zzz  L,  evadit  omnino  su¬ 
perficies  ipsius  rr :  2  L  (H  «f-  z  l  sin  u)  et  frictio  =  2  L  (H 


/»  c- 

♦  —  :  Similiter  erit  frictio  in  superficies  cunei 

4g 

triangulares,  superiorem  scilicet  et  inferiorem,  simul  suinta  — 

2  lz  sin  u  cos  ti  .  —  f',  unde  tota  haec  frictio  fit 

4gJ 

c2 

2  [  (2  /sin  0  H)  L-t-l2 sin  u  cos  0  ] .  — . 

4g  j 


Quantum  autem  resistentiae  integræ  puppi  competat,  eo  so¬ 
lum  casu  determinatum  est ,  ubi  liæc  puppis  plana  est.  Nequit 
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ideo  resistentia  naviculae  pone  aliam  formam  habentis  ex  expe¬ 
rimentis  directe  sine  prævia  horum  inter  se  comparatione  com¬ 
putari.  Convenienter  §  8  est  resistentia  puppis  planae 

c  2 

—  0,  2  i  5  (H.  2  l  sin  u)  —  voluminibus  aquae  definita," 

4g 

Hi  omnes  termini  simul  sumti  resistentiam  naviculae  cunea¬ 
tae  constituunt,  quam  per  R  designemus. 

Ob  exiguum  semper  effectum  ,  quem  frictio  in  motum  a- 
quarum  ante  corpus  demersum  exserit,  et  exiguitatem  de  cete¬ 
ro  ipsius  frictionis,  potest  omnino  ex  §  42  valor  ipsius 

« 

J' ~d~^  P  ^e*erm*nar*  ?  nullo  ad  frictionem  respectu  habito.  Tunc 

fit  (  origine  abscissarum  omnium  orbitarum  guttularum  fixa  de 
cetero  supposita  (conf.  §  25)) 

d\L  .  v 2  nd^.df  d(b  ,  dz(D  ,, 

[  /—  lp  f  )2;  vel  potito  -V=0',— f-  =  0. 

J  ds  gj  ç  dij  u  d\p  dÿ* 


vz  .  *  r 

— : — sm~  u  !  - - - 

g  J  i+<P  2 


v 


B- 


-cc 


Sed  My"  (6g.  46)  =  x',  Ay"zzx',  B—-—  —  ■ — - —  •  ’J  -f- 

i C  C  * 

ßy' 


x. 


K-k-ij  cos  u—(p  %x\  (p—K-k 


tang  u  ß  —  cc 


,  S  (<p+x')=o. 


l  sin  u 


-‘J'  +* 


cc 


atque,  integratione  ita  instituta  ut  evanescat  integrale  posito 


x  —  0 


.  ß—ce  .  _ v 

(si  - - —  t  -f—  CC  —  Zj  , 

l  sinu 


1 76 


■hfcifc 


/ 


«ty  Ï  1/2  .  o  T  1  /  .  /3 - «  *  /3-06  *  *2 

—  dp  — — sin5«.  Log. hyp  (r+ scosm. - •*  — 1-( - )  — ) 

dr  g  l  z  l  z2 


V2  .  r  if  /  1  /3  —  a  X  s 

—  2  —  sin  u.  cos  11  [Arc  (tang  zz  - -t - .  —  ) 

g  tang  u  l  sin  u  z 

vt  1 

+  » - ]  î 

2 

vel,  quia,  revocando  ad  ea  quæ  in  §  09  allata  sunt,  x:z=ic  dat 
yzzl  et  3=r/3 

«  V2  .  06-/3  >6  /3—06  X2 

y  —  dpzz  —  sin2«.  Jog. hyp.  (1+2-—.  y  cos  u  -f  (— — )2.  —  ) 


/3 


^  •  r  >»  /  *  /3  -06  JC  7T 

— 2 — sin«,  cosM  l_/ïro  ( tangzz - f- “ — J  . 

g  tang«  [6 sin«  /  2 

Ex  hisce  omnibus ,  rite  consideratis ,  evadit  resistentia  prorae 
e2  .  „u2 

s=  2  //  sin  u  [ —  I  sin2  u—  B  [  —  du  -f-  C 1  ,  si 

J  4g 

„  .  ,  ,  .  /3-06  H  ß - 06  X.2 

^=4  sin4« log.  hyp,  (1+2 cos».  )2.  — ) 

sin  «  / 


» 


tang  « 


?  /B  — ^ 

-8  sin 3  M  cos  u  [  Arc  (tang  zr - —  -|- - .  —  ) 

taog  u  ß  sin  u  L 

7t  *  Yj 

u  —  —  ]  ;  ubi  —  zr  sin  u 
2  l 


D  c  2  g  f  \/  u  ß 

Sed  v=zxc  4-  [— .  —  —  ~g~  ■  - - ].  y.  Hinc  fit  resistentia  proræ, 


ß  I  /3.16.  sin 


u 


posito  Ez=^  —  — .  /  \/ 
ß  C  v 


06 


A  sin4  u 


l77 


— 


csa/7.  — .  2 /sin  M  [sin2«  —  .  4  (#  +*  T")3,  *4“  E  ]  •  Evanescit 

„  B  «3 

autem  integrale  quando  z/=o,  unde  C  s=  —  • —  ,  et  integrale 

ji  J 

c2  E2 

tonSpletum  evadit  H.  —  .2/  sin  «  [sin2«  —  B(co2  +  ctE  4-  —  )  ]. 

4g  3 

Itaque 


E1 


E  zzz  H  .  — .  2  /  sin  n  [sin 2 «4- —  £(«’-{-*£- | - )] 

4g  3 

c2 

4-  2  [  (2  /  sin  ft  13)  L  +  /2  sin  ft  cos  ft]  — ./;  vel  resisten- 

4g 

tiam  pondere  definiendo  et  ponendo  M  =  ponderi  unius  volu¬ 
minis  aquae  , 


r2  ,  E2 

XXXIV .  R~H — M.  2I  sin  u  [sin2«  4 ~o,2ij — B  (a2 4-  «  £4 - )  ] 

4g  3 

c 2 

4-  2  M  [  (2  /sin  u  +  E)  L  -h  l2  sin  u  cos  n  ]  — .  / 

§.  ^ 

In  theoria  resistentiæ  cunei  cum  experimentis  comparanda 
pressio  negativa ,  quam  prora  peracuta  patitur ,  primum  omnino 
occurrit.  Per  §  proxime  antecedentem ,  est  omnino  pressio  media 

1  fr  c%  /»rfvp  »  l  V  3 

in  lateria  cunei  =— —  /  i  ( - /  — -dp)  sin  u  —  -,  —  ]  d  \p 

l  sin  uj  4g  J  dr  n  4g 

integrali  ab  \J>  =  0  ad  \f/  /  sin  u  sumtoj  vel,  quia  est 
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ab  yzio  ad  y— I  sumto.  Angulatam  acuto,  quam  ia  exp.  18, 

occurrente ,  potest  omnino 
sio  media  in  hoc  casu  fit 

=  —  [  sin  «  —  -(«*  +  «£+  i  E*  )  7.  XXXV. 

4g  » 

Valor  ipsius /ex  experimentis  D:ni  Beaufoy  tutius,  quam 
ex  D:ni  Coulomb,  determinari  posse  mihi  videtur,  tum  quia 
velocitates  ab  illa  adhibitæ  eas ,  quæ  in  E.  H.  occurrunt ,  con¬ 
tinent  j  tum  ideo  quod  in  experimentis  Dmi  Coulomb  valor 
frictionis  propria  eget  supputatione  ob  velocitatis  relativae  cor¬ 
poris  oscillantis  et  aquae  determinationem  In  aequationibus 
celebrmi  Prony,  motum  aquarum  per  tubos  et  canales  respi¬ 
cientibus,  pendet  omnino  mensura  frictionis  ex  velocitatis  a  la¬ 
teribus  ad  axem  variatione,  quae  quidem  ex  peculiaribus  ex—; 
perimentis  determinanda  est ,  alias  enim  valor  ipsius  f  contine¬ 
bit  etiam  errorem ,  qui  in  functione  distantiae  ab  axi  determi¬ 
nanda,  per  quam  velocitas  exprimenda  est,  committi  potuisset. 
Beaufoy  reperiebat,  frictionem  aquæ  in  superficiem  unius  ped« 
quadr.  angi.,  sub  velocitate  1,69  ped.,  esse  ==  0,12  lbs ,  super¬ 
ficie  lignea  aqua  nondum  saturati  1).  Ad  unitatem  superficiei 
in  E.  H.  adhibitam  relata,  fit  resistentia  frictionis  —  0,00088  Ibr 

1)  The  Report  pagg.  7  et  24.  Per  lbs  designamus  avoir  du  poids 
(vid  pag.  4)  Si  lignum  satis  aquæ  absorpsisset  (water-soaken), 
reperiebat  ille  frictionem  =  o,oi4  lbs , 


J*  dy  J*  ^pnegligi,  unde  près- 


t 
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(—  i,y6  gram.),  unitate  quoque  velocitatis  assumtâ  2).  Est  au- 

•  .  .  t2 
tem  resistentia  =  superficiei  multiplicatae  per  —  X  /i  unde  / 

4g 

=  o,  00  446. 

Quum  j  ut  jam  observavi,  experimenta  D:ni  Beaufoy  va¬ 
lorem  in  genere  nimium  resistentiae  produnt,  me  veritati  quam 
proxime  accedere  pute,  ponendo 

/  =  0,0  o  4. 

Tabula  sequens  comparationem  ante  oculos  ponit  valorum, 
ex  aequatione.  XXXV  deductorum  mediæ  pressionis  contra 
latus  anterius  cunei,  cum  experimentis,  quotquot  mihi  nota 
sunt. 


Altitudo  pressionis  velocitati 
aquae  correspondens ,  ilineis 
expressa. 

Pressio  media  contra  latera  anteriora 
cunei  lineis  decim.  expressa. 

Æ<ju.  XXXV 

Experimenta. 

i« 

0 

>* 

0 

—  1,00 

negat. 

3  9,  5 

i 

—  3,57 

—  3,75 

2)  i  pound  avoirdu-poids:=7oo4  grainstroy  (Biol). 

1  tt  (marc.)  Svec.  pond.  viet.  zr425,oio4  gramm. 

(S  vanb  erg). 

i  inch  partiam.  Stand,  =  o,o8555ii25  ped.  Svee. 

(Svanberg). 

Reducens  nullum  ad  variationem  gravilationis  respectum  habui. 
In  E.  H.  pes.  Svec.  est  unitas  longitudinis x  et  mare.  svec.  uftitas 
ponderis. 


i8o 

% 

Ex  convenientia  hac  maxime  memorabili  sequitur,'  si  valor  t5  f 
ex  his  experimentis  computanda  esset,  eundem  proditurum  esse  ac 
eum,  quem  Beaufoy  invenit;  licet  heic  superficies  erat  ferrea,  stanno1 
obducta,  apud  eum  vero  lignea  colorata,  quæ  nondum  satis  a*» 
quæ  imbiberat.  Hinc  concludamus  frictionem  hanc,  ita  voca¬ 
tam,  inprjmis  esse  phænomenon  cohæsionis,  quod  a  me  §  45  in 
fine  allata  confirmat. 


§.  48. 

Examini  aequationis  XXXIV  sequens  tabula  inservit,  quæ 
omnes  continet  naviculas,  in  E.  H.  et  N.  E.  obvias,  quarum 
yesistentia  propter  formam  puppis  vel  denivellationem  prorae,  si¬ 
ne  conjectura  quadam ,  supputari  potest  *).  Maximam  mini- 
mamque  velocitatem  adhibui ,  si  experimenta  Hydraulica  cnm  na¬ 
viculis  N:is  2  et  26  facta  exceperis,  quarum  resistentia  cum  ea,, 
quam  liæ  naviculae,  aliis  velocitatibus  locum  habentibus,  indica¬ 
bat,  pugnat,  quæ  quidem  pugna  errorem  quendam  in  experi- 
undo  commissum  indicat. 


*)  Qvod  ad  exterminationem  effectui  denivellationis  (iu  N.  E,)  at¬ 
tinet;  conf.  §  52, 


i8i 


s-s  “S4-^r 


i 

Citatio  experimenti 

i  Angulus 

I  incidentiæ 

i  Velocitas 

H  ped.  svec. 

vj  definita 

Resistentia,  mare, 
svec.  æstimaîa.  1 

Numerus 

naviculae 

Signatura 

operis. 

ex 

Exper. 

ex 

Theo¬ 

ria 

Diffe¬ 

rentia 

I(^) 

E. H  cuneo  C  præ-eunte 

12012' 

4.09 

I9>7 

18)8 

—  0,9 

l(i) 

E.H 

»>  G  „ 

I2°I2/ 

M6 

2.7 

3j° 

+0,3 

2 

E.H 

»  ^  » 

i3°3o/ 

4>  5  5 

19. 6 

17,7 

9 

2 

E.H 

s,  C  i3°3o 

i303o' 

2,63 

6,6 

6,2 

—o,4 

2$ 

E.H 

,»  E  „ 

26°9' 

4, »  7 

19,9 

l6,o 

~3>9 

25 

E.H 

»  » 

26^9' 

1,6  i 

2,79 

2,82 

+  o,o 

14 

N.E 

as  comparat.  Exp.  I  6  g  &  1 4  6 

26034' 

3  34 

5,7 

4,9 

—0,8 

14 

N,E 

„  1  57velib8&i  46 

26°34/ 

3)34 

4,0 

3)8 

— 0,2 

13 

N.E 

»  ,  l43SCt2£ 

45°?' 

2,81 

6,0 

5,1 

~o,9 

13 

N.E 

„  I30&I2I 

45V 

2,81 

3,28 

3,25 

— 0,0 

13 

N.E 

it  *4  5^“  I  2  2  1 

45°7' 

2,98 

7>o 

5  7 

— 1>3 

13 

NE 

„  13l8Ci22 

2,98 

3,7 

3,6 

—0,1 

56 

E.H  cuneo  E  præ-eunte 

A*°>, 

3>i3 

2 1,6 

1 8,7 

—2,9 

2  6 

E  H 

„  E  »  1 

5  2°  5 

1,85 

7,5 

7,2 

— o,3 

Videtur  mihi  æqu.  XXXIV  tantum  resistentiæ  valorem  non 
dare,  quantum  experimenta  poscunt.  Theoria  vero,  rigide 
enodata,  majorem  quoque  necessario,  quara  œqu.  XXXIV,  re¬ 
sistentiam  subministrabit.  >  Ut  hoc  vero  intelligatur ,  in  memo- 

%  »  fi  '  f  * 

riam  revocandum  est,  quod  guttulae,  quæ  ordinatam  MP  (fig. 
2 i  et  26)  constituunt,  eadem  velocitate  gaudere  putatas  sunt. 
In  sectione  secunda  theoriae  severitatem  servaro  studui  assumen¬ 
do  velocitatem  intra  quamcumque  ordinatam  variare  ut 

(My Jt 

*  *  •  -> 

determinanda  scilicet  quantitate  i  per  sequationeyn  XVI.  Ex 
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?  r 


aequatione  XIV  apparet  omnino ,  —  .  ~  esse  quantitatem  constan- 

cz 

tem  et  quidem  =z  "jyz  5  un<îe  fit  üf  —  V¥6  •  —  Pro  P^ano  ad 

r* 

directionem  fluminis  normali,  atque  s=  y/  .  — -sin«,  pro  ob- 

4g 

liquo  (confi  §.  4i.)  Æquatio  XVI  subministrat  itaque 

(i  -+•  )  r  =  .  —  j/  i-  (1  4-  ~  Sjf  (ô)  )  X  sin  u 

unde  j  quia  r  sa  /  sinzf,  evadit, 

v  _ " _ 

si  g  =  JX  i  (i+i-ry*(ô)) .  XXXVI. 

*  ‘  ^  -i 

Ponatur  velocitas  in  puncto  M  (fig.  26)  sa  b' ,  in  y'  zz  b 
et  in  P  s:  b'\  atque  sit  My"  r=  x* ,  erit 

(x'y  :  (xy  :  :  b  —  b'  :  b"  —  b\ 

h.  e. 


x 


b  =  *'  4-  (— y  .  0 b "  —  f>') , 

X 


et  copia  aquæ  profluentis  =  /'(ô'ïf-  ( — )  •  (J>"  —  b‘ j)  dx'  -J-  C. 

J 

unde  integrando  fiet 

vx  =$'*'+  (£"  —  _ —  , 

. 

**  w  1  .  .  « 

et  substituendo  utrimque  x  pro  #' 


/  ♦ 
JC  * 


UCUp 

i 

X 


'i  +' 


'  ■  i,. 

j  -tî-L  À  -  j  C  I.»  i  Oi> 


v  zz  b'  -{ — : 


i  *f*  /  i  “|—  z 


•  ♦ 

..  ïir:  I r:  1  i  :  i; 


/ 


183 


Ponendo  b*  :  b"  :  :  i  t  <?,  evadit  (æqu.  XXXVI) 

v  =  b'  (t  +  -0-  S  —  0-)  et  4'  s=s 
^  Gc*  Gcz 


V 


*  +  (J— 0 


diL  * 

Gr 


Hæc  fractio  jam  pro  v  in  termino  suctionis  substituenda  est, 
cuju3  coëfficiens  exinde  mutatur  in 


- *  quod  postea  in 

»  (  '  +  ')  7T^) 

u.c 

expressione  quantitatis  B  (§.  46)  substitutum  correctionem,  ex 
bac  parte  necessariam,  subministrabit,  ex  qua  quidem  correctio¬ 
ne  terminus  negativus  formulae  XXXIV,  quæ  resistentiae  expres¬ 
sionem  continet ,  aliquantulum  minuitur.  Quum  occasionem  va¬ 
lorem  ipsius  S  ex  experimentis  determinandi  non  habui  et  quan¬ 
titatem  quandam  constantem  eamque  ignotam  huic  theoriae  inse¬ 
rere  nolui,  me  sat  fecisse  putavi,  quum  indicaverim  theoriam  in 
se  omnino  continere  facultatem  aberrationes  ipsas  ab  iis  aequatio¬ 
nibus  explicandi,  in  quibus  essentiam  suam  approximando  pate¬ 
fecit.  Quum  theoria  de  cetero  experimenta  per  angulos  inci- 
dentiæ  go,  52,  45,  26  et  io  graduum  sequi  valuit,  supervaca¬ 
neum  equidem  duxerim,  plures  hujus  generis  comparationes  sup¬ 
putare,  inprimis  quum  experimenta  D:ni  Bossut  permagno  de¬ 
ni  vehationis  effectu  laborant.  Quod  vero  ad  prorsas  ex  pluri¬ 
bus  planis  constantes  curvatasque  attinet,  ad  theoriam  D:ni  N  or  d,- 
mark  provoco.  Resistentiam  denique  puppium  figuratarum  ncjp- 
dum  ex  experimentis  satis  examinatam  censeo. 
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Ulteriorem  theoriæ  enodationem,  ad  quam  persequendam  non 
nisi  subsidio  ealculi  opus  est,  heic  itaque  finiam,  animum  lecto-; 
ris  a  specialioribus  ad  ipsum  ædificii,  quod  struere  volui,  nu¬ 
cleum  reducere  potius  volens,  quam  nimis  prolixa  enucleatione 
tædium  ejus  movere. 

§*  4  9. 

Experimenta  in  Sectione  prima  partim  allata,  partim  tantum¬ 
modo  citata  evidenter  monstrant,  pressionem  lateralem  fluido** 
rum  motorum  imminutionem  quandam  perpeti,  quæ  ex  notione 
fluiditatis  adhuc  exhibita  minime  explicari  potest.  Neque  id 
mirum.  Num  enim  putanda  est  indoles  formam  quamlibet  assu¬ 
mendi  notionem  fluidi  tantum  quantum  exhaurire?  Negativa 
mere  determinatio!  Quid  vero  aliud,  quam  phaenomenon  quod¬ 
dam  cohæsionis ,  suctio  esse  posset?  Ob  magnum  suctionis 
momentum  (vid.  §§.10,  11  et  12)  hæc  quæstio  non  tam  facile 

ehugi  potest.  In  altera  sectione ,  ubi  simplicissima  phænomeni 
cohæsionis  in  hac  opella  obvia,  forma  occurrit,  universam  re¬ 
sistentiae  rationem  concipere  tentayi,  et  aequationes  motui  a- 
quarum  aptas  reperi ,  quæ  quantitates  ex  cobæsione  penden¬ 
tes  notabiles  continet.  In  tertia  Sectione ,  ubi  absolutum  va¬ 
lorem  resistentiae  corporum  simplicium  determinare  studui, 
cohæsio  non  tantum  per  suctionera ,  sed  etiam  per  determi¬ 
nationem  curvaturae  orbitarum  guttularum  ejusque  in  pressio¬ 
nem  effectum  ingreditur;  et  valor  f  ipsius  frictionis,  in  exprès- 
*  , 

sjone  resistentiae  obliquae  notabili  omnino  modo  ingrediens,  auget 

«  x  O  "  o 

deniqu«  momentum  effectus,  quem  in  absolutum  resistentiae  ya-> 
lorem  determinandum  phaenomena  cohæsionis  exserunt. 
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Hæc  theoria  resistentiam  absolute  determinavit  non  tantum 
ex  legibus  motus,  sed  etiam  ex  materiei,  in  qua  motus  fit,  flui- 
ditate,  cujus  ipsius  mensura,  quoad  resistentiam  respicit,  etiam 
determinata  est.  Constructio  geneseos  phaenomeni  resistentiae 
lieic  facta  geometrica  omnino  evidentia  gaudere  mihi  videtur, 
et  ex  illa  totam  theoriam  omni,  quo  potui,  tenore  evolvere 
studui.  Hæc  yero  evolutio  facta  est,  nullam,  ne  frictione  qui¬ 
dem  excepta ,  calculo  interserendo  quantitatem  (nomine  constan¬ 
tis  plerumque  insignitam) ,  quæ  peculiaribus  experimentis  non 
determinata  sit.  Ex  hac  theoriae  propria  genesi  concludendum 
mihi  videtur,  nexum  quendam  inter  inertiam  et  fluiditatem ,  ex 
quo  idea  resistentiae  derivanda  est,  vere  locum  habere.  Meam 
ipsius  vero  cogitandi  vim  in  dubium  vocare  edoctus,  satis  ha¬ 
beo  videns ,  hanc  rem  ex  congruentia  theoriae  cum  experimen¬ 
tis  ulterius  firmari.  Si  quando  aequationes  approximando  reper¬ 
tae  cum  experimentis  non  plane  consentiunt,  indicat  tamen  theo¬ 
ria,  rigide  enodata,  se  altiorem  praecisionis  gradum  continere. 
Hæc  juncta  inertiæ  et  fluiditatis  agendi  ratio  theoriae  resistentiae 
fluidorum  multas  phaenomenorum  classes  intime  junxit,  cjuas  huc 
usque  vel  plane  ignoravit  vel  tantummodo  tetigit.  Inter  hæc 
phaenomena,  suctio  primum  occupare  locum  mihi  videtur.  Per 
valorem  cohæsionis  absolutum  hæc  theoria  cum  adhaesione  cor¬ 
porum  rigidorum  ad  superficies  fluidorum  horumque  ascensu  in 
tubulis  capillaribus  connexa  est.  Ex  valore  vero  frictionis  ab¬ 
soluto  motus  aquarum  per  tubos,  incilia  et  canales  explicandus 
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mihi  videtur,  si  modo  functio  distantiæ  ab  axe,  velocitatem  ex¬ 
pressura  reperta  fuerit.  Quæ  cum  ita  sint,  theoria  heic  expo¬ 
sita,  cum  nullo  modo  constantes  interserendo  rem  ipsam  divel¬ 
lat  et  a  ceteris  segreget  videtur  mihi  e  contrario  ad  omnia  phae¬ 
nomena  circum  ipsam  lluiditatis  notionem  colligenda  valere,  cui, 
ut  ultimo  fundamento,  omnia  fluidorum  phaenomena  physica  in¬ 
nitantur  necesse  est.  Re  hoc  modo  spectata,  ingenium  hujus 
theoriæ  studium  indicat,  intellectum  ab  ambitu  seien liæ  ad  cen¬ 
trum  ipsum  revocandi.  Neque  quidem  naturae  repugnat  ejus¬ 
modi  in  disciplinis  evolvendis  fluctuatio;  modus  vero  a  me  ad¬ 
hibitus  utrum  justus  sit,  nec  ne,  non  menm  est  dijudicare.  Mi¬ 
hi  vero  indoles  praesentis  temporis  ea  esse  videtur,  ut  nova  po¬ 
tius  aucupetur,  quam  jam  reperta  perpendat  —  hac  quoque  re 
a  temporibus  praeteritis  discrepat,  quae  segetem  magis,  quam 
messem  in  campo  litterarum  sibi  curae  habebant. 

Boforss  mense  Januarii  i85o. 
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Exp.  i. 

E<xperimentum  Iiocce  iustitutum  est  in  flumine,  circa  58  ped, 
lato  et  c.  2  ped.  profundo.  Instrumentum ,  cujus  orificium  O 
(lig.  5)  superficiei  aquæ  c.  85  lin.  subjiciebatur,  sequentibus 
partibus  constabat: 

i:mo.  Annulo  (Gall,  capsule)  aliquantulum  conico,  qui  plano 
verticali  per  axem  aperturæ  sectus,  fig.  1  proponitur.  Annulus 
ipse  est  E  E ,  cochleis  m,  m  adfixus  laminae  ferreæ  B  B,  quae 
sufficientis  erat  crassitudinis,  ut  firma  maneret.  Caput  cochleae 
m  c.  G  lin.  altum  erat,  11  vero  \  iin.  tantum. 

2:0.  Parte  orichalcea  CflC,  cujus  sectionem  verticalem  fig. 
2  j)roponit.  CC  sistit  laminam  quandam  orichalceam  planam 
circellarem  arctissime  conjunctam  cum  parte  cylindrica  abba , 
foramen  circulare  D  formante  et  tubo,  qui  exit  in  aperturam 
0  cujus  planum  in  planum  circulare  CC  angulum  rectum  efficie¬ 
bat.  Pars  hæcce  orichalcea  annulo  E  E  (fig.  1)  inserta  projectu¬ 
rae  a  n  (fig.  2)  insistebat  ut  lamina  circularis  C  C  libere  se  ver¬ 
teret  super  caput  cochleæ  n  ac  prope  caput  cochleæ  *»,  cujus 
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latus  superius  in  eodem  plano,  quo  C  C  situm  erat.  Puncto 
in  capite  cochleæ  m  assumto,  motus  circularis  plani  CC  obser¬ 
vari  poterat  h.  e.  situs  orificii  o. 

Foramini  D  tubulus  vitreus,  suberi  infixus,  applicabatur. 


Diameter  laminae  C  C 

— — 

28  lin. 

Diam,  orificii  o  interna 

= 

1,2 

—  —  externa 

= 

2,0 

Longit.  cruris  d  o  fig.  2 

— 

Diameter  interna  tab.  vitr. 

— 

3,8 

— -  externa 

4,i 

Longit.  tub.  Del 

5o. 

3:o  Lamine  ferrea  B  B  B' ,  in  angulum  rectum  flexa,  infixa 
frusto  ligneo  parallelepipedico ,  cujus  sectio  transversa  in  K  fig. 
3  apparet.  Lamina  liæcce  mobilis  proinde  sursum  deorsumque 
erat,  cochleaque  N  ad  altitudinem  quamcumque  figi  poterat. 
Frustum  ligneum  K  æquatum  alteri  frusto  ligneo  pariter  æquato 
incumbebat ,  ubi  moveri  poterat.  Hinc  orificium  tubuli  Pifotia- 
ni  quocumque  libere  dirigebatur.  Instrumento  apte  in  aquam 
demisso  planoque  C  C  cum  plano  superiore  frusti  lignei  K  in 
una  directione  parallelo,  inde  patebat,  orificium  o  sub  quocum¬ 
que  numero  graduum  verticale  esse. 

Ut  determinaretur  altitudo  superficiei  aquæ  y  y  (fig.  4)  in 
tubulo  vitreo  F  F  supra  superficiem  fluminis  A  A ,  quæ  ante 
tubulum  irregulariter  attollebatur  norma,  gradibus  distincta, 
adhibebatur,  cujus  latus  horizontale  tenue  erat  longius  que, 


189  -*^s^v'' 


quam  elevatio  superficiei  aquarum  n  n  A  sese  patebat  (c.  diam, 
tubuli  ter  sumtam  vel  aliquid  amplius).  Hoc  latere  ad  apicem 
superficiem  aquarum  tangente,  certum  erat,  initium  scalae  ad 
alterum  normæ  latus  applicatae,  ad  ipsam  superficiem  aquarum 
sitam  esse.  Hinc  verus  situs  superficiei  aquarum  satis  accurate 
determinabatur.  Omnes  mensurae  pressionis  vel  suctionis  ad  si¬ 
tum  hujus  superficiei  referuntur.  Quando  superficies  aquarum, 
intra  tubulum,  externae  subjacebat  (ob  suctionem)  distantiam  il¬ 
larum  a  puncto  quodam  fixo,  in  tubulo  vitreo  supra  ambas  sum- 
to,  mensus  sum. 

Altitudo  columnae  aqueæ,  intra  tubulum  vitreum  sursum 
pressae,  intra  5  et  5i  lin.  ad  summum  variabat.  Hisce  extre¬ 
mitatibus  evitatis,  variatio  i  vel  1  lin.  non  superabat.  Motus 
hujus  columnae  aqueæ  adhuc  magis  minui  poterat  quum  orifi¬ 
cium  0  oppleretur  cera,  in  qua  apertura,  quanta  lubebat,  acu 
pungebatur.  Certum  tamen  terminum  praecisionis  observationes 
hac  re  non  assequebantur,  quoniam  superficiei  fluminis  compe¬ 
tebat  variatio  quaedam,  ex  qua  etiam  columna  interior  valde 
dependeret.  Mensura  verissima  optime  necessario  inveniretur, 
quando  superficies  ambae  æqualibus  temporibus  aequaliter  atque 
in  eadem  directione  variabant. 

Directio  fluminis  oculis  fere  primum  designabatur.  Tum  la¬ 
mina  C  C  applicabatur.  Altitudine  pressionis  deinde  ad  45* 
ab  utroque  latere  hujus  directionis  ob?ervata,  frustum  ligneum 
K  (fig.  5)  vertebatur,  donec  ipsæ  altitudines  utrimque  aequales 
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fierent.  Ad  gradum  quemque  45  observationes  institutae.  Ha¬ 
rum  summam  per  56o  gradus  ,  seriem  appello.  Multae  series  ad 
irritum  cadebant,  observationum  exitu  utrimque  dissimili  facto. 
Variatio  quaedam  exigua  inaequalitatibus  illis  directionis  fluminis, 
quae  neque  evitari  neque  ad  stadia  sua  recte  observari  pote¬ 
rant,  est  tribuenda. 


Series  I. 


Angulus  orificii  axeos  d  o  (fig.  3)  in  directionem  aquæ  =  £>,‘ 
altitudo  pressionis  intra  tubum  vitreum  =  +  k  et  altitudo  su- 
ctionis  =  — «  h.  Numeri  sunt  observationum  plurium  termini 
medii 

0  h  Medium 


0* 

-+-  1 9  lin 

<P 

h 

459 

"4"  i  0 

0« 

4-  19 

90a 

—  19i 

45° 

+  H 

135° 

- 

90° 

— 

180° 

-  *i 

135" 

—  9 

225° 

00 

1 

180° 

-  H 

270° 

“  HI 

315° 

360° 

•4“  1  9. 

19I 

Series  II. 


< P 

h 

Medium 

0° 

4-  19 

<P 

h 

45* 

-+-  10^ 

0 

4-  1 9' 

90° 

-  m 

45 

+  91 

13  5® 

-  95 

90 

—  181 

180° 

—  44r 

135 

—  9 

225 

-  H 

180 

-  41. 

270 

-  ni 

- 

315 

4-  95 

360 

•+* 

Series 

III. 

<P 

h 

Medium 

0 

<P 

h 

45 

-+■ 

0° 

4*  l^i 

90 

_ 13 

45* 

4-  8f 

135 

—  8 

9,0° 

-  341 

180 

-  4* 

135° 

—  8 

225 

—  8 

180 

—  41 

270 

—  15£ 

315 

-+•  «5 

360 

4*  1 0’ 

I 


H  |S 


I 


\ 
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Series 


<p 

h 

Medium 

0J 

4-  16* 

<p 

h 

45° 

+  8* 

0 

4-  16* 

90° 

—  1.3* 

45 

4-  8* 

135°* 

—  7* 

90 

-  13* 

180 

—  3* 

135 

—  7* 

225 

—  n 

180 

—  3* 

270 

-  14J 

- 

315° 

4-  8* 

360° 

-t-  16*. 

Series 

V. 

» 

<P 

h 

Medium 

0° 

+  16J 

<p 

h 

45 

+  8* 

0 

4-  16* 

90 

—  14 

45 

4-  '8* 

135 

—  8* 

90 

O' 

~  14* 

180 

41 

8 

135 

-  8* 

225 

-  8 

180 

—  41 

8 

270 

—  is* 

rr». 

815 

+  ** 

-  « 

360 

4-  16i. 

\ 


4 


I  '  ' 
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Series 

VI 

<P 

'k 

Medium 

0 

4-  15’ 

<p  h 

45 

-4-  8 

0  4- 

154- 

90 

—  13J 

45  4- 

7* 

135 

—4  7i 

90  — 

14* 

180 

— 

135  — 

7? 

225 

-  n 

180  — 

44 

270 

—  14i 

315 

n 

360 

> 

4-  15*. 

Series 

VII 

<P 

h 

Medium 

0 

+  1S| 

<? 

h 

45 

+  8 

0  4- 

15* 

90 

-  13f 

45  4" 

8 

I  3  5 

—  8 

90  •— 

13,7 

180 

—  4 

135  — 

74- 

225 

-  n 

180  — 

4 

270 

—  13’ 

3  1  5 

4-.  8 

360 

+  15| 

* 

2  5 
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Series 

\ 

h 

VIIL ! 

Medium 

0 

—4—  3  8,2 

<P 

h 

45 

17,2 

0 

"j-  37,8 

90 

— 

45 

4-  17.2 

135 

—  16,7 

90 

— 

180 

—  8,2 

135 

—  16.5 

225 

—  16,4 

180 

—  8,2 

270 

315 

360 

■+•  17,2 

+  37,4 

Suctiones  ad  90°  et  270°  observari  nequibant,  quoniam  tu¬ 
bus  vitreus  nimis  erat  brevis,  ut  superficies  aquæ  infra  ipsum 
suber  descenderet.  Quum  i  amen  suber  margini  superiori  tubi 
76^  lin.  dec.  subjaceret,  hic  vero  margo  superficiei  aquarum 
42,8  lin.  dec.  superesset  inde  sequitur,  suctionem  normalem  mi¬ 
norem  quam  76,5  —  42,8  =  35,7  non  esse* 

Series  IX. 

<p  h 

0  Hh  35 

45  16 

90  — 

135  —  15 

180  —  7| 

225  — «  15 


19^ 


270  — 
315  -t-  15^ 
360  35. 


Suctio  normalis  55£  lin.  superabat. 


90*  —  11^. 

Quædam  experimenta  ejus  opinionis  caussam  praebuerunt, 
suctionem  non  in  angulo  900  sed  in  angulo  aliquanto  minore 


Hoc  a  forma  orificii  ipsius  tubi  forsitan  pendet. 


maximam  esse 


E  X  p.  2. 


Ad  vitn  suctionis  in  superficiem  aversam  plani  explorandam 
tria  diversa  adhibebantur  instrumenta. 

Instrumentum  primum  fig.  5,  6  et  7  proponitur.  Quadra¬ 
tum  a  b  c  d  (fig.  5)  ex  pino  factum  7  lin.  crassum  est,  ab  =  cd 
=  5o,8  lin.,  ac  ==£  bd  =  5o,5  lin.  angulique  recti.  Centrum  0 
est  perforatum;  foramen  cera  obturatum  ubi  apertura  acu  fa¬ 
cta.  Extremitatibus  Ä  et  A  lineæ  mediæ  frusta  parallelepipedi- 
ca  ex  ligno  quodam  durissimo  infixa  erant,  alterum  (Ä)  quoad 
dimidium,  alterum  ( A )  totum,  ambo  perforata  modo,  quem  fig. 
6  indicat.  Fig  6  sectionem  horizontalem  hujus  quadrati  sub 
ipso  experimento  verticaliter  positi  superneque  (Gall,  à  vue  d’oi- 
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seau)  visi,  sistit,  unde  frusta  lignea  p,  q,  r  apparent.  Frustum 

r 

A  p  extra  planum  paululum  prominet,  ut  orificium  canalis  ip¬ 
sius  frusti  secundum  latus  A  O  centrum  plani  versus  dirigatur, 
unde  planum  ipsius  extremitatis  hujus  tubuli  iu  planum  quadra¬ 
ti  a  d  normale  factum.  Frusta  cetera  lignea  extra  planum’  ipsi¬ 
us  instrumenti  non  prominebant,  quare  axes  ipsorum  tubulorum 
in  idem  normales  erant.  Tubuli  exibant  in  orificia  p,  q ,  r,  qui¬ 


bus  tubi  vitrei  suberibus  infixi  ac  superficiem  aquarum  supe¬ 
rantes  applicati  erant.  Quadratum  a  d  (fig,  5)  vernice  laccæ 
(Gall,  laque)  illitum  erat,  latitudine  digiti  ab  utroque  latere  li¬ 
neae  mediæ  A  A  excepta,  atque  de  cetero  vinculis  firmis  fer¬ 
reis  cum  punctis  quibusdam  fixis  conjunctum.  Centrum  orificii 
X  a  margine  b  d  (fig.  5)  0,60  lin.  aberat;  diameter  orificii  = 
g,4o  lin.  Orificium  A'  in  ipsa  linea  a  c  situm  erat.  Attractio 
capillaris  in  tubulo  vitreo  q  zzz  *  lin.  et  in  p  ZZ2  in  r  zzz 
lin.  Eodem  fluminis  loco,  de  quo  in  Exp.  i  mentio  fit,  instru¬ 
mentum  demittebatur,  ut  planum  ad  flumini  opponeretur.  Alti¬ 
tudo  pressionis  in  O  orta  ==  i5£  lin.  in  A  =  i4|,  in  A  = 
Instrumentum  i8oa  nunc  vertebatur;  tum  altitudo  pressionis  in 
O  =  17J  in  A  =  16  et  i  n  A  z r  12^  fiebat.  In  genere  re- 
peri  aquam  in  tubulo  medio  O,  quando  instrumentum  flumini 
opponebatur  hoc  loco,  ubi  profunditas  aquæ  mensuram  2  ped. 
tantum  explebat  ad  minorem  altitudinem  erigi  quam  in  tubulo 
Pitotiano,  eodem  loco  applicato.  Mihi  igitur  in  suspicionem  ve¬ 
nit,  instrumentum  non  angulo  recto  flumini  oppositum  fuisse. 


Experimentum  repetebatur,  cum  celeritas  fluminis  altitudine 
pressionis  i5  ad  16  lin.  determinaretur.  Suctio  in 
A  sub  superficie  aquarum  i3£>  12^,  12^,  i2-|  lin.  observata 
quæ  addita  attractione  capillari  12,  75  4-  1,25  sa  i4  lin  efficit. 
O  fuit  i4,  i4i,  i4i,  i3i  per  med.  e=  i4,  i5j  itaque j  addita 
attr.  capill.  -+*  0,26  zz  i4,4. 

Ä  fuit  i2£,  ni  ig,  1 2^  per  med.  =  12,  i5j  add.  attr.  cap. 
4-  i>  25  «  i3,4. 

Quum  hic  exitus  contrarius  appareret  illi ,  quem  dederat 
tubulus  Pitotianus,  alterum  experimentum  eodem  iustituebatur 
instrumento,  ita  mutato,  ut  frustum  cuneiforme  A  CG  (fig.  7) 
in  quo  loca,  frustis  ligneis  /?,  q,  r  eorumque  tubulis  vitreis,’ 
apta  excidebantur,  jam  descripto  instrumento  adaptaretur  ab  ea 
parte,  quas  flumini  adversa  erat.  Frustum  A  CG  cubo  A  G  et 
cuneo  A  C  B ,  cujus  acies  verticaliter  posita,  constabat,  ipsiusque 

m 

plani  habebat  sectionem  transversam.  Instrumento  hocce  com¬ 
posito  in  flumen  demisso  atque  accurate  applicato,  ut  planum 
a  d  (fig.  5)  verticale,  linea  Ä  A  horizontalis  et  linea  media  CG 
in  direotione  fluminis  essent,  adnumerataque  attractione  capilla¬ 
ri  tubulorum  vitreorum,  reperiebatur ,  accuratis  observationibus 
factis,  suctio  in  Ä  =  4|  lin.  in  O  zz  4|  et  in  Azz  4J,  quum 
altitudo  pressionis  in  tubulo  Pitotiano  zz  i5f  lin  esset. 

E  X  p.  3. 

Parallelogrammum  (fig.  8)  ex  laminis  ferreis  stanno  obdu¬ 
ctis,  cujus  longitudo  A  B  zz  4g,6  lin,  altitudo  A  C  sss  34,5  lin. 


1^8  L— 


et  crassities  =  8,5  lin.  in  quatuor  arcte  occlusos  a  se  invicem 
separatos  loculos  m,  «,  m  et  n  dispertitum  erat  5  et  axi  ferreo, 
loculum  O  transeunti ,  adfigi  poterat.  Distantia  Om  zz  Om  zz: 

25,5  «+-  lin.  On  rs  On  zz  i5,5o  lin.  Loculis  singulis  duo  e- 

* 

rant  foramina,  quosum  alterum  (m,  u^ri,  m' )  cera  obturatum  acu 
aperiebatur,  alterum  subere  cum  tubo  vitreo  instructum.  Diam, 
aperturarum  «,  n ,  m  =  0,1  lin.  Superficies  A  D  verticalis 
in  directionem  fluminis  normalis  secundoque  flumine  se  vertens 
applicabatur.  Profunditas  fluminis  zz  a5o  lin,  altitudo  pressio¬ 
nis  in  tubulo  Pitotiano  fere  5o  lin.  Propter  sulcos  in  superficie 
aquarum  per  tubulos  vitreos  axemque  ferreum  ortos  observa-' 
tiones  incertæ  factæ  sunt  ideoque  omnes  adferuntur 
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Suctio  igitur,  per  medium  sumta,  erat  in  m  et  m  zz  02,72 
-+-  attr.  capill,  zz  52,72  -f-  i,28  zz  54, 00  et  in  tubulis  n  et  n 
~  02,67  -f-  1,07  =  55,74,  quæ  differentia  admodum  minor 
est,  quam  quæ  erroribus  in  observando  adseribenda.  Altitudo 


instrumenti 


24^ 

25o 


partem  profunditatis  fluminis  solummodo  ef 
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ficiebat,  unde  hoc  experimentum  tamquam  in  fluido  indefinito 
factum  haberi  forsan  potest. 

Cubus  fi  g.  (9)  cujus  latus  AB  =a  A  C  =  4  9, 5  lin.  in  duos 
loculos,  tamquam  in  parallelogrammo  nuper  dicto  foraminibus 
aperlurisque  instructos,  dispertitum  est.  On  ss  1,0  lin.  et  Otn 
=  20,8  lin.  F  100  lin,  a  tabula  quadam  lignea  fundo  fluminis 
adfixa,  aberat.  Superficies  A  D  verticalis  in  directionem  flumi¬ 
nis  normalis  secundoque  flumine  se  vertens  applicabatur.  Linea 
AB  ad  normam  exacta  erat;  Profunditas  aquarum  zz  s3o  lin. 
Observationes  accurate  indicabant  suctionem  in  »  z  27  lin. 
"+•  atlr.  capill.  =  58  lin.  et  in  m  zz  27,6  i,5  zz  29,1  lin. 

Quum  cubus  flumini  adversus  verteretur,  tubulus  n  altitudi¬ 
nem  pressionis  zz  42|  lin.  indicabat,  quaudo  tubulus  Pitotianus 
48  lin.  ostenderet.  Hinc  colligendum,  mensuras  ut  pretia  ab¬ 
soluta  haberi  non  posse.  Tum  cuneus,  cujas  latera  angulum  e. 
264*  efficiebant,  ex  laminis  ferreis,  stanno  obductis  factus,  cu¬ 
boque  dicto  accurate  accommodatus,  acie  verticali  lateri  cubi 
adverso  adaptatus  est.  Observata  est  suctio  in  n  =  io|  -H  1 
=  ni  lin,  et  in  bi  z  9^  +  i^zz  11  lin.,  differentia  minore, 
quam  quæ  difficultate  observandi  oriretur,  superficie  aquarum 
pluribus  tubulis  vitreis  turbata  iis  scilicet,  qui  ad  cuneum  per¬ 
tinebant,  etiam  additis.  Quum  composita  hæcce  figura  ita  ver¬ 
teretur,  ut  cubus  flumini  adversus  staret,  erat  pressio  in  n  zz 
55  —  attr.  capill.  zz  34  et  in  m  z  8  —  i|  zz  6£  lin. 
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Exp.  4- 

Tubulus  Pitotianus,  ita  institutus,  ut  cochlea  quocumque  an¬ 
gulo  figi  posset,  in  medio  canali,  6  ped.  lato,  applicabatur,  ut 
planum  orificii  directioni  canalis  5i°  4i'  insisteret.  Aqua  ad 
profunditatem  4  ped.  immissa.  Superficies  aquæ  intra  tubulum 
superficiei  aquarum  in  canali  suberat.  Aqua  emissa.  Orificium 
tubuli  in  directione,  aquæ  magis  adversa,  versum  cochleâ  fige¬ 
batur,  aqua  immissa.  Ita  tandem  invento  angulo,  quo  aqua  in¬ 
tra  tubulum  superficiei  canalis  æqualis  erat,  aqua  denuo  emissa. 
Jam  observatus  angulus,  quem  directio  aquæ  in  planum  orifi¬ 
cii  tubuli  efficiebat,  =  36®  4 1. 

Tubulo  Pitotiano  alio  casu  sensim  verso,  donec  columna  in¬ 
terior  attrationi  capillari  æqualis  fieret,  angulus  supra  dictus 
r=  55°  o'  inventus.  Aqua  immissa  tubuloque  in  alteram  lineæ 
mediæ  partem  verso  angulus  hic  bis  sumtus  ~  ii5°  observaba¬ 
tur;  angulus  ergo  supra  dictus  —  go°  —  56  =  34°  o, 

E  X  p  .  5. 

Venæ  illius  aqueæ,  in  qua  hoc  experimentum  institui,  horizon¬ 
talis  extensio  4o  pedes  excurrit;  profunditas  autem  ipsius 
ped.  fuit  et  tota  fluvii  latitudo  circiter  120  pedum  mensuram 
explevit. 

Super  hanc  fluentem  massam  aqueam  pontem  suspendi, 
quam  ad  mediam  planum  quoddam  ad  perpendiculum  immisi  ex 
tabulis  ligneis  confectum ,  ad  directionem  fluminis  perpendicula- 
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re.  Quod  planum,  duas  ulnas  —  4oo  lin.  dec,  latum,  a  fundo 
exsurgens  super  summam  aquam  eminuit.  Planum  ipsum  ad 
flumen  efficiebatur  perpendiculare.  Particulis  ligneis  in  aquæ 
superficiem  paullo  ante  lineam  plani  mediam  dejectis,  et  ligni 
bracteâ  ad  extremitatem  funiculi ,  manu  vel  alio  modo  detenti , 
ante  medium  planum  demissi,  applicata. 

Tubulus  Pitotianus  affigebatur  parti  tabulae  æquatæ.  Hæc 
imponebatur  regulæ  ad  normam  versus  flaminis  directionem  af¬ 
fixae  a  medio  plano  ita  distans,  ut  orificium  ipsius  tubuli  a  pla¬ 
no  contra  fluminis  cursum  moti  locus  geometricus  semper  linea 
recta  foret.  Propter  laminam  orichalceam  cui  affixus  erat  ipse 
tubulus  distantia  orificii  a  plano  22  lineis  nunquam  evadebat 
minor,  quam  ad  distantiam  ante  planum  prima  observatio  fiebat. 
Orificium  tubuli  versus  partem,  directioni  fluminis  contrariam, 
vertebatur.  Mensurae  infra  allatae  lineis  decimalibus  Svecanis 
exprimentur. 
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Punctorum 

observatorum 

Numeri 

• 

Distantiae 

a  plano 

I. 

22 

II. 

72 

III. 

122 

IV. 

172 

V. 

222 

VI. 

272 

VII. 

322 

VIII. 

572 

*  IX 

422 

X. 

55 1 

Altitudo  pressionis  tubuli  Pitotiani  superficiem 

aquæ  extra  eundem  permanentis  supereminens, 

Interdum  negativa  interdum  affirmativa  accurati 
mensura  definiri  nequibat. 

i  ad  2  lin. ,  plerumque  i};  dubia 

4,  4i,  4,  4£,  4|,  5,  4*  vel  =  4|  lin  *  dnbia 
propter  inaequabilem  motum  superficiei  aquæ. 

6,5  lin.  dec.,  quod  medium  ex  4i  observationi¬ 
bus  concluditur, 

12,55  lin.  dec.,  medium  ex  20  observationibus 
sumtum. 

18,45  lin.  dec.  medium  ex  19  obs.  erutum, 

20,8  lin.  dec.,  medium  ex  5i  observationibus 
sumtum. 

27,01  lin.  dec.,  quod  ex  07  observationibus  pa¬ 
riter  detectum  est. 

27,82,  quod  ex  54  observationibus  pariter  in¬ 
notuit. 

27,98,  quod  ex  45  observationibus  similiter  ap¬ 
paruit. 
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Hinc  patet,  distantiam  illam  ante  planum,  in  qua  ipsius  pla¬ 
ni  effectus  primum  cernitur  circiter  5oo  lineis  aequalem  esse 
ponendam. 

E  X  p.  6. 

Orificium  tubuli  Pitotiani  versus  partem  directioni  fluminis 
contrariam  directum  53 1  lineas  ante  planum  ferebatur.  Regula 
ad  normam  exigebatur  a  medio  plano  ad  eum  usque  locum,  ubi 
observatio  tubuli  instituebatur  Pitotiani. 

Post  factas  4o  observationes,  numerus  14,725  linearum  de¬ 
cimal!  uni  erat  medium  profunditatis,  quo  superficies  aquæ  intra 
tubulum  cadebat  infra  regulam  horizontalité!’  positam. 

Nunc  plano  admovebatur  tubulas  Pitotianus,  et  media  illa 
quantitas,  qua  interior  ejus  aquæ  superficies  cadebat  infra  hunc 
horizontalem  situm,  exprimebatur  ope  47  observationum,  unde 
prodibat  numerus  i4,55  linearum  decimalium. 


Alia  occasione,  cum  —  rr  i6|  lin,  dee,  inveniebatur  ad 

4g 

distantiam  tio8  linearum  ante  planum  deniveilatio  centralis  (Gall, 
remoue  centrale)  16  lineis  dec.  æqualis. 

Tara  exigua  has  conclusiones  intercedit  differentia,  ut  ego  re¬ 
spectu  hujus  quantitatis  horizontalem  reguîæ  situm  non  satis  as¬ 
serere  possim.  Hinc  igitur  concludo  j  cum  pressionem  cirea  me- 

t 

dium  plani,  tum  denivellationem  quantitati  —  esse  asqualem. 
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Prior  illa  conclusio  affirmat,  pressionem  per  totum  tubuli  Pito- 
tiani  orificium  aequabilem  posse  assumi  et  pressioni  contra  cen¬ 
trum  aequalem  ;  posterior  involuit  aquain  circa  medium  plani 
quiescere ,  quod  etiam  ex  ipsa  phaenomeni  Huit  idea  et  primo  in¬ 
tuitu  ita  apparet,  ut  quamvis  motus  aquarum  majoribus  veloci¬ 
tatibus  circa  planum  evadat  gyratus,  facilia  corpora  plano  in  li-. 
nea  CO  (vid.  fig.  16)  admota  diu  vacillent  antequam  aliquo 
motu  versus  locum  quemdam  ferantur. 

Exp.  7. 

Summa  altitudo  aquarum  circa  medium  plani  cadebat,  ut 
testatur  Experimentum  6,  i4,  6  lineas  infra  regulae  horizontem. 
Superficies  aquarum  juxta  plani  latera  difficilis  erat  observatu; 
sed  ea  videbatur  tamen  media  determinatione  35  lineas  infra 
regulae  horizontem  statui  posse.  Erat  igitur  aquarum  superficies 

juxta  plani  marginem  circiter  2o|  lin,  inferior  summa  aquarum 

c 2 

superficie  circa  medium  plani.  —  exprimens  altitudinem  velo- 
citati  debitam  erat  28  lin.  aequalis. 

i  -  ,  i  ' 

Exp.  8. 

Regula  ponebatur  ad  normam  in  medio  plano  directioni  flumi¬ 
nis  contraria.  In  media  regula  erant  foramina,  quorum  primum 
23,  secundum  72,  tertium  122  lineas  et  sic  porro  a  plano  dis¬ 
tabant,  ut  singula  5o  linearum  intervallo  a  proximo  abessent. 
Patet  hæc  foramina  convenire  punctis  observatis  quinti  experi¬ 
menti.  His  foraminibus  infigebantur  ligni  bracteæ,  quæ  ad  su- 


perfidem  usque  aquarum  demittebantur.  Adhibitae  multæ  indu¬ 
striae  sufficien lique  patientiae  succedebat  harum  bractearum  justa 
demissio ,  ita  ut  omnes  eodem  temporis  momento  superficiem 
aqueam  ejus  sub  vacillationibus  simul  attingerent  vel  mitterent. 
Sequentes  erant  bractearum  longitudines,  ubi  observetur,  motum 
ipsius  aquarum  superficiei  tantum  attulisse  difficultatis  mensuras 
primarum  bractearum  definituro,  ut  non  sit  quod  commemoren¬ 
tur.  Juxta  bracteam,  a  plano  longissime  remotam,  flumen  pla- 

cx 

no  turbatum  non  videbatur.  Cum  —  =28  lin.  apparet,  regu- 
iam  18  lineas  supra  ipsam  pressionis  superficiem  fuisse  positam. 
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Difficultas  longitudines  bractearum  ita  determinandi  ut  om> 
nes  aquam  simul  attingerent,  tanta  non  est,  quanta  opus  est, 
ut  altitudines  tubuli  Pitotiani  eodem  praecisionis  gradu  in  omni¬ 
bus  punctis  observatis  definiantur*  Hoc  igitur  experimentum  ad 
id  quod  requiritur  aptius  est  experimento  5* 

E  X  p.  9. 

Die  quodam  cum  ad  officinam  quamdam  ferrariam  suetis  la¬ 
boribus  supersederetur  attollebantur  portulae  (Gall,  les  bonds). 
Canalis  aquarum;  qui  12-J  pedum  erat  latitudinis,  aquam  habe¬ 
bat  5  pedes  profundam.  Medio  in  canali  ponebatur  planum 
perpendiculare,  motui  aquarum  normale,  super  ipsam  aquam 
eminens  99  lineas  latum.  In  altera  hujus  plani  margine  talis  in¬ 
cisio  fiebat,  ut,  plano  circulari  tubuli  Pitotiani  in  eam  imposito, 
nihil  obstaret,  quo  minus  ipsum  orificium  tangeret  plani  margi¬ 
nem.  Hocce  orificium  ita  incidebatur  in  planum  resistens,  ut 
esset  dimidia  lineâ  paullo  amplius  intra  et  lin.  ante  hoc  idem 
planum.  Orificium  introrsus  vertebatur;  planum  illius  directio¬ 
ni  fluminis  conveniebat,  eratque  igitur  cum  plano  resistenti, 
tum  aquæ  juxta  idem  motæ,  normale.  Itaque  omnis  cogebatur 
aqua  a  lineâ  plani  media  ad  ipsius  margiuem  fluens  rectâ  via 
versus  tubulum  Pitotianum,  cujus  altitudo  pressionis  tali  modo 
exprimebat  velocitatem  hujus  aquæ.  Aquæ  intra  tubulum  su¬ 
perficies  ita  conveniebat  denivellationi  centrali  (remoue  centrale) 
ut  affirmare  non  possim,  utra  Iiarum  majorem  altitudinem  habu¬ 
erit.  Motum  denivellationis ,  quae  interdum  surgere,  interdum 
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sidere  videbatur,  non  imitabatur  superficies  aquea  intra  tubu¬ 
lum  propterea  quod  tubus  hujus  instrumenti  vitreus  orificium 
amplitudine  satis  superaret.  Denivellatio  iuterdum  superior  in¬ 
terdum  inferior  videbatur  superficie  pressionis  in  tubulo  Pitotia- 
no,  hæ  differentiae  videbantur  æquivalere  £  ad  i  lin.  Orificium 
117  lineas  aquæ  subjacebat, 

Juxta  marginem  plani  denivellatio  (remoue)  superabat  aqua¬ 
rum  superficiem  quantitate  1  vel  ad  summum  lin.  Altitudo 

ejus  videbatur  igitur  esse  |  vel  circiter  y  quantitatis  — .  Pro- 

4g 

pter  exiguam  aquarum  in  hoc  experimento  velocitatem  valor  de- 
nivellationis  juxta  plani  marginem  accuratius  definiri  non  pote¬ 
rat.  Differentia  inter  altitudinem  denivellationis  juxta  plani  me¬ 
dium  et  marginem  inveniebatur  4  lineis  aequalis. 

Extra  partem  plani  aversam  erat  aquarum  superficies  ipsius 

canalis  superficie  multo  inferior.  Differentia  inter  superficiem 

aqueam  partis  aversæ  et  denivellationem  centralem  (remoue 

cz 

centrale)  erat  9  vel  io>  ad  11  lin  et  videbatur  quantitate  2  — 

4g 

paullo  minor.  Denivellatio  autem  juxta  marginem  plani  supera - 

c 2 

bat  superficiem  aqueam  partis  adversae  quantitate  —  interdum  ex- 

c  2 

cedente.  Quum  - —  variaret  inter  5  et  7  vel  inter  et  7;  vi- 

4g 

debatur  differentia  inter  denivellationem  centralem  et  aquam  po- 

c 2 

ne  partem  plani  aversam  11  lin.  æqualis.  Cum  variaret  in- 
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ter  q.1  et  6  videbatur  Iiæc  differentia  g  ad  io  lineis  æqualis.  Cum 

—  aequipolleret  5i  lin.  excedebat  denivellatio  marginis  superfi- 

4g 

ciem  pone  planum  aqueum  5  ad  6  lineis. 

t  * 

Primum  erat  —  lineis  æqualis;  subsidebat  vero  postea; 

4g 

ut  ad  extremum  videretur  5f  lineis  æquivalere.  Denivellatio 
centralis  reperiebatur  5  *+•  lineis  eminere  super  summam  aquam 
ad  distantiam  200  linearum  ante  planum  resistens. 

Conclusio: 


c 2 

—  ad  5f  lin. 

4g 

denivellatio  centralis  =  5  -f*  lin.' 
denivellatio  juxta  plani  marginem  =  1  lin.’ 
Differentia  inter  denivellationem  centralem  et 
superficiem  aquæ  a  plano  aversae  e*s  10  lin., 
velocitas  juxta  marginem  plani,  v"  zzz  c. 


Alia  occasione,  apparatu,  qui  conveniebat  illi,  qui  in  Ex¬ 


perimento  5  commemoratus  est ,  adhibito ,  erat 

e 2 

cum  —  zzi  167  (vide  Sect.  II.  21.) 

4g 


v 


4g 


=  i4  lin. 


E  X  p.  10. 

Eodem ,  quo  in  Exp.  g ,  utebar  apparatu.  Medio  plano  re¬ 
sistenti  ibi  commemorato,  paullo  supra  superficiem  aquarum 
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applicabatur  regula  ferrea  rectissima,  ad  normam  ut  fieri  potuit 
accuratissime  accommodata  plano  perpendicularis.  Immissa  aqua 
inventa  est  tamen  extremitas  libere  pendens  fixa  paullo  depres¬ 
sior.  Bacillus  hic  ferreus  erat  200  lineas  longus. 

Bractea  i65  lineas  ante  planum  a  ferreo  bacillo  dependens 
attingebat  aquae  superficiem  5  quae  tamen  ad  distantiam  200  li¬ 
nearum  a  plano  suspensa  aquam  non  tangebat.  Duae  bracteae 
ejusdem  longitudinis  contingebant  aquam  eodem  tempore  ad  di-; 
stantiam  igo  et  200  linearum  ante  planum.  Altera  harum  170, 
altera  vero  200  lineas  ante  planum  promota,  tangebât  utraque 
vel  simul  vel  alternatim  aquae  superficiem.  Altera  autem  160,' 
altera  vero  170  pedes  ante  planum  posita,  prior  vel  sola  ab 
aqua  tacta  fuit,  vel  posteriorem  antevenit  vel  eam  secuta  est. 
Bracteis  permutatis  idem  evenit.  Priori  vero  ad  18©  linearum 
distantiam  deducta,  posteriori  autem,  sicut  antea,  170  pedes 
absente,  inveniebatur  utraque  bractea  uno  fere  tempore  aquam 
attingere. 

Exp.  ii. 

Apparatus  in  Experjmento  5  descriptus  nunc  quoque  adhi¬ 
bebatur.  Ut  indagarentur  itinera,  a  stillis  aqueis  ante  planum 
facta,  demittebantur  ad  aquæ  superficiem  facilia  corpora  et  sub¬ 
ter  eandem  funiculi,  manu  vel  alio  modo  detenti.  Illa  metho¬ 
dus  majoribus ,  quam  hæc  laborat  dubiis  ob  elevationem  aquese 
superficiei  ante  planum, 
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608  lineas  ante  planum  figebantur  duo  funiculi  ejusdem  lon¬ 
gitudinis  uterque  singulis  particulis  ligneis  (18  lin.  longis)  juxta 
ipsas  extremitates  instructus.  Quorum  funium  longitudo  talis 
erat,  ut  extremitates  particularum  in  ordinata  A  57  (fig.  18)  vi¬ 
derentur.  Locis  suis  deinde  movebantur  donec  compertum  es¬ 
set,  eos  ab  utraque  parte  aeque  distare  a  linea  CO.  Distabant 
2D  lineas;  quam  ob  rem  h  =12^  lin.  Extremitates  harum 
particularum  videbantur  ad  distantiam  circiter  i5  vel  16  linea¬ 
rum  ab  A  in  ordinata  A  57.  Particulae  ligneae  videbantur  cum 
A  O  angulum  2  4°  constituere  eratque  igitur  Ö  :=  24e.  Inaequa¬ 
bilis  aquae  motus  efficiebat  oscillationem,  quæ  penduli  motum 
imitabatur  funiculorum  observationes  reddentem  difficiliores,  quæ 
illis  temporis  momentis  erant  instituendae,  quibus  ligni  particulae 
lento  gradu  praetervehebantur  ordinatam  A  57.  Funes  redditi  bre¬ 
viores,  quamvis  a  linea  media  CO  longius  non  deducerentur, 
non  prodibant  a  locis,  ubi  affigebantur  parallele  ordinatam  Att 
transeuntes  et  cum  funes  sub  oscillationibus  suis  huic  parallelis- 
mo  essent  vicini  sistebant  particulae  ligni  gradum  intra  planum 
et  ad  ordinatam  Atî  non  perveniebant. 

Funes  a  linea  centrali  CO  longius  remotos  breviores  red¬ 
dere  cogebar,  ne  particuiæ  ligneæ  a  flumine  extra  ordinatam 
Att  attraherentur,  quo  eorum  parallelismus  ad  viciniam  puncti 

B  tolleretur,  Post  adhibitam  justam  abbreviationem  invenie¬ 
batur 
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h  rz  C  B  (fig.  18) 

X  Z2  Art  (fig.  18) 

ô  =  TrtH  (fig.  18) 

lin. 

decirn. 

grad.  sexag. 

=  12J 

=  lÖ-y 

=  24° 

=  i6i 

=  26 

=  26° 

=  67 

=  4i 

=  io5 

ii 

»P' 

45® 

=  120 

=  76 

58° 

Allatæ  mensuræ  dubiæ  sunt,  non  solum  propter  insupera¬ 
bilem  difficultatem  eas  recte  sumendi,  sed  videntur  etiam  minus 
probandae,  quod  plani  aversa  pars  ad  dimidiam  vel  ad  solam 
tertiam  partem  ab  aqua  tecta  erat  ob  rapidam  fluminis  vim. 

E  X  p.  12. 

In  vena  aquea  in  Experimento  5  descripta  deponebatur 
planum  perpendiculare  fundi  tabula  (in  Exp.  17  commemorata) 
fultum.  Flumen  erat  190  lineas  profundum,  ipsum  planum 
98I  lin.  latum ,  supra  aquarum  superficiem  eminens.  Aquæ  tem¬ 
peratura  definiebatur  ope  Thermometri  Celsiani  (Centigradi) 
=5  4^°.  In  fig.  21,  quæ  repraesentat  hoc  planum,  exhibet  k  ejus 
inferiorem  extremam  partem  ;  puncta  q ,  py  tn,  0,  »,  r  designant 

ubi  aperturæ  erant  tubes  vitreis  junctæ,  qui  ad  puncta  q\  p\  trif 
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o,  r  supereminebant  aquam  pone  planum.  Apertura  0  sita 
erat  in  media  plani  linea  O '  K}  120  lineas  supra  K.  AO  B 
repraesentat  denivellationem. 


O'  K  =  220  lin. 

» i 


Apertu  ræ 

distantia  a  linea  media  ss 


10,7 


n 

T 

• 

• 

23,95 

P 

• 

• 

'36,i 

4 

\ 

* 

!  ®Bf' 

0 

= 

48,i 

r 

• 

• 

48,5. 

m 

erat 

5  lin. 

supra 

0 

n 

3» 

4Î 

supra 

O 

P 

3) 

4^ 

infra  0 

erant  in  eadem  linea  horizontali ,  ac  O, 


r 


Apertura  O  erat  in  plano  A  K  B\  sed  cetera  foramina  e- 
rant  facta  in  frustis  ligni  Cratægi  quæ  2I  lin.  ante  hoc  planum 
erant  et  omnia  foramina  versus  lineam  mediam  vertebant.  Fru¬ 
sta  hæc  eminentia  erant  24  lin.  lata,  ab  aversa  parte  acuta,  ut 
aqua  eo  facilius  praeterveheretur.  Cum  linea  plani  media  mo¬ 
tam  aquam  in  duas  partes  divideret  et  eminentia  frusta  lignea 
positionem  serratam,  ut  ex  figura  patet,  haberent,  alterum  non 
obstabat  alterius  motui. 

202  lineas  ante  planum  erat  elevatio  aqueæ  superficiei  tam 
exigua,  ut  sub  oculos  fere  non  caderet.  Regulae  horizontali 
subjacebat  fluminis  superficies  57  vel  58  ad  59  lin.;  in  medio 
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plano  erat  aquæ  superficies  28  ad  29  lin.  infra  eandem  margi¬ 
nem,  quarum  differentia  significat  denivellationem  (remoue),  A- 
qua  fluminis,  plano  non  deposito,  erat  190  lineas  profunda; 
sed  O'  K  erat  =  220.  Quarum,  quantitatum  differentia  deni- 
yellationi  (remoue)  convenit. 


Columna  aquea  in  O  erat  æqualis  denivellationi  centrali 

(remoue  centrale)  vel  eadem  paullo  altior;  est  igitur  quantitas 
c  2 

—  denivellationi  centrali  æqualis.  Columna  aquea  in  O  altitudi¬ 
ne  superabat  columnam  in  q  4  vel  1  ^  lin.;  columna  in  r  erat 
autem  paullo  inferior  columna  in  q. 


Tubulorum  7«,  »,  p  altitudines  erant  inter  0  et  q.  Ipsa 
mensio  altitudinum  dabat  eas  post  ademtam  attractionem  capil¬ 
larem 

in  O  =  29,5  lin. 

r  =  27j9 
q  =  27,7 

Prior  observandi  methodus  dat 


i  /28,5  .  1/27,8 

ü  5  P°stenor  =  '  V  • 


»9,5 


Exp.  i3. 

Instrumentum,  in  Exp.  2  figuris  5  et  6  descriptum,  ita 
vertebatur ,  ut  planum  a  d  (fig.  5)  directioni  aquarum  adversum 
poneretur  et  deinde  sub  quattuor  diversis  velocitatibus  observa¬ 
batur.  Ut  planum  ad  firmum  maneret  perticis  duobus  ferreis. 


2i4 


margine  flamini  adversis  ,  cum  punctis  quibusdam  fixis  supra  su¬ 
perficiem  aquarum  conjunctum  erat.  Primis  duabus  velocitati¬ 
bus  quae  in  canalibus  observabantur,  planum  etiam  pertica  fer¬ 
rea  R  Q  (flg.  21)  suffulciebatur,  canalique  vacuo  adaptari  po¬ 
terat.  R  R  fundum  ipsius  canalis;  W  IV  superficiem  aqua¬ 
rum;  K  tabulam  fixam  superne  applicatam,  m  m  perticas  ferreas 
quibus  planum  ad  illi  adfixum,  sistunt.  Fig.  22  sectionem  in¬ 
strumenti  a  plano  quodam  directioni  aquarum  verticaliter  oppo¬ 
sito  repræsentat,  Fig.  20  partem  instrumenti  aversam  ostendit; 
A,  O  et  Ä  sunt  frusta  ex  ligno  durissimo  facta;  pp\  rr 
tubuli  vitrei,  m  m  perticæ  ferreæ,  K  tabula  fixa. 


n)  Velocitas  prima. 

Instrumentum  immittebatur  canali,  cujus  aqua  latitudinem 
12,5  ped.  profunditatem  2,5  ad  5,  o  ped.  explebat.  56  ped. 
ab  ostio  canalis  et  84  ped.  a  primo  aquarum  exitu  applicatum 
erat.  Motus  aquarum  in  canali  admodum  erat  aequalis.  Linea 
instrumenti  media  horizontalis  1  ped.  summæ  aquarum  superfi¬ 
ciei  suberat.  Quum  in  tubulo  O  altitudo  columnae  aqueæ ,  quas 
velocitatem  fluminis  indicabat,  esset  =  6  lin,  dec,  observationi¬ 
bus  ostendebantur  sequentes  altitudines  pressionis  in  tubulo  A's=s 
7i>  7 i )  7ii  "i-  Altitudine  pressionis  in  0=  7  lin.  in  A' 

erat  =  8i,  8|,  Si,  8|,  8|,  Si.  Si,  8J,  8i- 

In  tubulo  A  aqua  2  ad  5  lin.  superBciem  fluminis  supe¬ 
rabat.  Attractio  vero  capill,  in  tubulis  A'  et  A  1  lin.  major 


i 


VT 


2ï5 


erat,  quam  in  O,  unde  sequitur,  altitudinem  pressionis  ia  Azzo 
ad  2  vel  c  1,0  esse 


O  =  6  ad  7=6^ 

^'  =  6f-  ad  71  =:  7. 
b )  Velocitas  secunda. 

Instrumentum  54  ped.  ab  ostio  canalis  cujusdam,  6  ped. 
lati,  aqua  ad  profunditatem  4  ped,  expleti,  12  ped.  ab  exitu  ejus¬ 
dem,  media  linea  A  A  1,27  ped.  sub  superficie  aquarum  posita, 
applicabatur.  Altitudo  pressionis  in Oc  12 lin.  dec.,  in^  aliquanto 
minor  état  et  in  A  superficiem  aquarum  paululum  tuperabat. 

Altitudo  pressionis  in  tubulo  Pitoliano,  intra  10  et  i5 
lin.  varians,  ad  12,5  forsan  est  determinanda.  Alio  casu  su¬ 
perficie  aquarum  magis  immota,  sequentes  observabantur  men¬ 
surae. 

O  zz  12,  3  lin. 

A  zz  o,  6  V;  O  —  A  zz  11,  7. 

A'zz  11.  2  ) 

Dom,  af  Forselles  horum  experimentorum  particeps,  al¬ 
titudinem  pressionis  in  tubulo  Pitotiano  =:  12  lin.  observabat  j 
me  judice  hæcce  altitudo  i3  lin.  dec.  explebat. 

Experimento  tertium  repetito  observabatur  A  superficiem 

aquarum  fere  æquans 
O — A  zz  114  lin. 

A' — O  =  i  lin. 

Medio  igitur  harum  observationum  sumto,  fit 
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O  zz  1 2  lin, 

A  =  îif 

A  =  «  lin. 

Tres  hasce  repetitiones  dirersis  diebus,  diversisque  àdjutus 
observatoribus ,  institui 

f)  Velocitas  tertia. 

In  medio  flumine,  58  ped.  lato  et  2  ped  profundo,  instru¬ 
mentum  hocce  directioni  aquarum  adversum  applicabatur. 

O  =  i5  ad  16  lin.  =  i5§  lin. 

O  — •  Â  =  i  ad  1  lin.  =  ~ 


A'  zz  i4|  lin. 

A  superficiem  aquarum  aliquantulum,  £  lin. 
forsan  superabat. 
d)  Velocitas  quarta. 

Ut  velocitas  hæcce  observaretur,  instrumentum  in  medio 
flumine,  58  ped.  lato  et  2  ped.  profundo  applicabatur. 

O  as  02 

Attractio  capillaris  =  J 

-  5i,  75  lin. 

!28  ad  29  =  28i 

=  s9{ 

59  —  8i=  29fl 

Attractio  capillaris  =  lj 

— • —  28.  25 

O  *—  A,  mensura  facta,  inventus  s=s  2,  5o 
A  zz  5±  ad  4  :  .  =  5| 

,  Attr.  capill  =  i| 


2,  5o 
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Hæ  observationes,  quæ  inter  omnes,  hoc  instrumento  fa¬ 
ctas,  maximam  merentur  fidem,  pretia,  jam  adferenda,  altitu-, 
dinum  pressionis  probabilia  reddunt 

in  O  =  3i ,  75 
A—  28,  75 

— «  2,  DO. 

Exp.  i4- 

Medio  parallelogrammi  stannei  (fig.  8)  in  Exp.  5  descripti 
adaptabatur  tubulus  vitreus  superficiei  AD ,  quantum  fieri  po-; 
terat,  proximus,  apertura  acu  facta  flumini  adversâ  instructus. 
Apertura  hæcce  ante  punctum  centrale  O  (fig.  8)  posita  erat.  Super- 
ficies  AD'  verticaliter  posita  directioni  fluminis  normaliter  adverte-: 
batur.  Profunditas  fluminis  =  2,5  ped.  latitudo  =  38  ped.  Al-< 
titudines  pressionis  in  tubulis  vitreis  Q,  P.  O ,  F,  S  observation 
nibus  factis  inventæ  infra  allata  tabula  indicantur,  Tubulus  Pf- 
totianus,  eodem  fluminis  loco,  quo  parallelogrammum  applica¬ 
tum  fuerat  depositus,  altitudinem  pressionis  —  47  vel  47^  ad  48 
lin.  ostendebat.  Altitudinibus  pressionis  in  tubulis  Q  et  5  ae¬ 
qualibus  factis,  certum  erat,  instrumentum  flumini  verticaliter 
oppositum  esse.  Directio  fluminis  non  semper  eadem  ma¬ 
nebat.  Hoc  instrumentum  illud  praeterea  adfert  commodum,  ut 
directio  fluminis  eodem  indicaretur,  quod  in  instrumento,  ad 

Exp,  i3  adhibito  non  obtinet. 

**  •*#*<•-*«*- 
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Medium  ii,4  07,92  43,45  67,27  12,1. 

Attr.  capill.  i,5-f-  1,0  2,-f»  > >Hf—  1,0 

Altitudo  ' 

pressionis  9,9  36, 92  4i,5  66,1  11,1. 

Quando  Om  =  Om',  On=^On  altitudo  pressionis  per  medium 
sumta  existit 

in  medio  4i,5 

ad  distantiam  On  .  .  .  56,5 

• 

Om  •  .  .  io,5 
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Suctio  proinde  ad  distantiam  0»=  4i,5  —  36,5  =  4,8 

Om  =  4i,3  —  10,5  =  5o,8. 

Exp.  i5. 

Cubus  (fig.  9)  in  Exp.  3  descriptus ,  in  flumine ,  2,3o  ped. 
profundo  et  38  ped.  lato,  in  directionem  aquas  normalis  depo¬ 
nebatur.  Observationes  indicabant. 


Medium 
Attr,  capill. 

Altitudo 

pressionis 


rubulus 

Tubulus 

m 

ra 
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43£ 

45 

4 

43 

45 

H 

43f 

45 

5 

45 

42 

5 

43 

45 

5 

43£ 

4* 

5 

45 
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Exp.  16. 

Idem  instrumentum,  quod  in  Exp.  i4  adhibebatur  tubulo 
medio  O  excepto,  in  flumen  12,5  ped.  latum,  3  ped.  profun¬ 
dum^  velocitateque  cum  altitudine  pressionis  5^  ad  5 ^  hn.  con¬ 
gruum,  demittebatur.  Velocitate  tam  exigua,  mensura  altitudi¬ 
num  pressionis  in  tubulis  n,  n ,  m  certo  determinari  non  po¬ 
terat  j  differentia  vero  earumdem  metiendo  inventa  “  i  -f-  i  lin. 
Exp.  i4,  quod  ad  tubulos  interiores  pertinet,  accuratam  cum 
theoria  convenientiam  indicat,  unde  altitudinibus  pressionis  in 
iisdem  calculo  erutis,  altitudines  pressionis  intra  tubulos  exte¬ 
res  experimento  determinentur.  Tubulo  medio  O  in  hoc- 
ce  experimento  sublato,  altitudines  pressionis  tubulorum  interio¬ 
rum  calculo  deducendae. 

i  V3, 

Aequatione - .  —  applicata  altitudo  pressionis  intra 

4g  «  4g 

tubulos  interiores  reperitur  —  4,63 ,  unde  eadem  in  exteriori-^ 
oribus  fit  —  4,63  —  (2j)  —  2,1 3. 

Exp.  17. 

Descriptio  instrumenti  apparatusque. 

GH  (fig-  27)  axem  ferreum  rotundum  cujus  longitudo  4 
ped.  et  diameter  4,07  lin.  cum  duabus  laminis  orichalceis  ad  C 
et  B  arctissime  conjuqctum,  et  ad  finem  H  in  cochleae  modum 
strictum  sistit.  Circulus  AD ,  in  56o°  dispertitus,  radium  ha¬ 
bens  mobilem,  cui  ad  L  tubus  capiilis  trans versim  positio  in- 
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structus  erat  adaptatus,  extremitati  superiori  G  axeos  in&eri  at¬ 
que  ad  C  cochlea  figi  poterat.  Parallelogrammum  ligneum  e  f3 
a  margine  superiori  ad  inferiorem  usque  perforatum ,  axi  ad  H 
inferne  inseri  poterat ,  frustoque  ferrreo  K  (  =  5o  lin.  )  vel  K' 
(75  lin.)  vel  K"  (100  lin.  Ion  go)  axi  ferreo  ad  H  cochlea  ad- 
fixo,  parallelogrammum  hocce  circa  axem  mobile  et  laminâ  B 
ab  elevatione  et  frusto  K  a  demissione  liberum  erat.  Distantia 
HB—bi  lin.  altitudine  plani  eam  ob  caussam  aliquanto  major, 
ut  planum  eo  liberius  circa  exem  verteretur,  BC— 100  lin.  Duo 
parallelogramma  lignea  oleo  illita  adhibebantur,  quorum  longit. 
=  200  lin.  =  h  f  et  crassit,  =  8  lin.  ;  altitudo  alterius  ad  ex¬ 
tremitates  utrasque  =  49,  5  ~  e  h,  alterius  vero  ad  extremi¬ 
tatem  alteram  =  25  -f-  lin.  ad  alteram  =  s4|  lin.  Marginibus 
superioribus  inferioribusque  horum  parallelogrammorum  seu  pla¬ 
norum  laminæ  orichalceæ  insertæ  erant,  eædemque  ad  ambo 
plana  adhjbebantur.  Quinque,  foraminibue  sibi  invicem  oppo¬ 
sitis  instructae  erant,  partibusque  ligni,  motui  sufficientibus, 
excisis,  plana  circum  axem  ferreum  GH  facile  firmeque  sese 
movebant.  Diam,  omnium  foraminum  —  4,2  lin.  Foramen  N:o 
1  in  medio  fere  ipsius  plani  factum  erat  intra  ceterorum  fora¬ 
minum  a  medio  ipsius  plani  distabant. 


i 

»Foramen  N:o  2  =  6,1  1 

fFor,  N:o  2=  6,5 

Planum  1 

1  Planum 

altitudine  J 

1  * -ia’1  altitudine] 

1  3=12,5 

majus  j 

i  4=18,2  minus  J 

i  4  —  i8,5 

1 

[  5  =fi4,3  lin,  * 

t  5=24,5. 
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In  medio  margiue  planorum  linea  discolor  ducta  erat.  Di¬ 
rectio  plani  in  flumen  axe  rotante  ne  minimum  quidem  mutar 
batur.  Quum  ipsæ  observationes  fierent,  axis  firme  et  vertica- 
leter  erat  positus. 

I  t 

Fig.  28  sectionem  instrumenti  verticalem  in  directione  flu¬ 
minis  proponit.  BB  ipsum  aggerem,  fluvio  oppositum,  sistit; 
ab  tabulam  ligneam,  aggeri  adfixam,  pluribus  foraminibus  in¬ 
structam,  cui  instrumentum  adaptabatur  c.  7  ped.  ante  extremi¬ 
tatem  b  ipsius  tabulae,  ubi  planum  aggeris  inclinatum  be  inci¬ 
piebat.  A  A'  superficiem  aquarum,  Ce  partem  axeos  ferrei  et  0 
ipsum  planum  exhibet.  Extremitas  superior  axeos  suspenso  cui* 
dem  ponti ,  observatorem  etc.  excipienti ,  pilisque  aggeris  lapi¬ 
deis  suffulto  infigebatur.  Latitudo  fluminis  heic  loci  58  ped. 
profunditas  velocitasque  varians,  cuique  observationi  speciatim 
addita  reperitur. 

Planum  altitudine  majus  in  §§  a,  b ,  e,  d,  e,  f  et  g  obve¬ 
nit;  minus  in  §  Å,  i  et  k.  Plano  altiore  experimenta  institue¬ 
bantur  ad  temperaturam  aquas  c,  io°  ad  i5;  submissiore  ad  term 
peraturam  -f- 

f  "  J  *  "  ■  *  ”  , 

§.  b . 

Altitudo  aquae  supra  tabulam  a  bj  fundo  affixam,  (fig.  2g) 

=  125  lin,  dec.  Frustum  ferreum  K '  planumque  altius  nunc 
adhibita. 

,  > 


I 


/ 
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•FbräHM#  N:o  i.  Membrana  aquea  plannm  superfluens,  te¬ 
nuis  erat,  Tubo  in  lineam  mediam  plani  directo ,  planum  ver¬ 
tebatur.  Tunc  etiam  linea  media  plani  in  tubo  spectata,  unde 
certum  erat,  foramen  hocce  (N:o  i)  centrale  esse, 

H  or  amen  N:o  2.  In  fig.  29  linea  CO  directionem  aquae  de- 
signat;  Aa  est  linea  media  plani,  quæ  in  statu  A ,  intra  57e 
et  -i-  4o°  variabat.  Altero  statu  a  in  750  ad  78°  vel  72°ad77° 
reperiebatur.  In  statum  primum  reductum  A  in  38°  ad  4i°  ma¬ 
nebat.  AC  a'  igitur  —  75£°  — •  5g°  =  36£°.  Pars  aversa  plani 
aqua  non  attingebatur,  quamvis  pars  adversa  a  vel  a'  tota  allu¬ 
eretur,  non  vero  A  vel  Ä 

Foramen  N:o  j.  A  variabas  inter  io°et  i5) 

„  >  12^ 
id  et  i5j 

a  •  •  86  et  qiq 

>  89^ 

88  et  92) 

•  .  1  A  C  a  z=z  79t 


AC  A  =  io5f 


Pars  tota  adversa  plane  aqua  attingebatur,  ayersa  intacta 
mansit» 

Foramen  N:o  4.  A  inter  7 5  et  78) 

74  -  80/ 

A '  ,  ,18  —  221 


.  ,  1Ö  2  2\ 

19  22  >  20** 

20  -  22* 


AC  A 


-=56f°. 


Aqua  non  totam  plani  partem  adversam  attingebat,  impe¬ 
tus  igitur  in  A  vel  A  minor  quam  in  a  vel  o\  Pars  aversa  a- 
liquautum  aqua  alluebatur. 
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Foramen  N:o  $•  ACA—k**  Pars  aversa  magis,  quain  fo¬ 
ramine  N:o  4  adhibito,  aqua  attingebatnr. 

§.  (f). 

Profunditas  aquas  =  i5o  lin.  Planum  altius  frustumquo 
ferreum  K  adhibita/  planum  igitur  inter  fundum  superficiemque 
aquarum  medium  tenebat. 

Foramen  N‘.o  i.  Exigua  differentia  neglecta,  capilli  tubi 
mediae  lineae  i8o°  plani  versi  etiam  respondebant,  unde  iterum 
apparuit,  foramen  hocce  centrale  esse. 

Foramen  N:o  2,  Primo  statu  A  in  3 1  ad  02°  se  tenebat; 
plano  verso,  a  in  49  ad  5o°  stetit.  In  statum  primum  plano 
reducto,  A  5  »°  respondere  tubo  observabatur.  Aea'  =  162-r0. 

Foramen  N:o  3.  AC  A  ==  i35* 

Foramen  N:o  4,  AC  A  =  106s 
Foramen  N:o  3.  AC  A  =  26°. 

Conspicua  superficiei  aquarum  pone  planum  demissio,  fo¬ 
ramini  N:o  i  maxima  et  N:o  5  minima  significabat,  planum  in 

*  x 

fluido  indefinito,  sensu  verticali,  non  esse. 

§.  (</)• 

Profunditas  aquæ  =  iq5  lin.  Planum  altius  frustumque  fer¬ 
reum  K  adhibebantur.  Aqua  quidem  ad  crassit.  20  lin.  planum 

superfluebat,  pone  planum  autem  valde  eecrescebat.  Pars  aver- 

•  « 

sa  plani  nunc  ad  f  solum,  nunc  tota  aqua  operta  erat.  Duo  isti 
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.  M — ril 

status  magnam  vim  in  directionem  plani  excercere  non  vide* 
bantur. 

I 

Foramen  JV:o  z.  Plano  immoto,  tubus  a  admovebatur  et 
179°  indicabat.  Differentia  hæcce  tam  exigua,  ut  caussæ  cui¬ 
dam  opticæ,  ab  inæqnalitate  superficiei  aquarum  ad  A  et  a  pen- 
denti,  non  sit  tribuenda,  sed  error  in  obseryando  esse  potest. 
ACÄ  =  i48J°. 

§•  (*)• 

Profunditas  aquæ  =  i45  lin.  Planum  altius  frustumque  K'', 
adbibita  ;  aqua  igitur  altitudinem  plani  non  sequasset,  nisi  deni- 
vellatio  (Gall,  remore)  fuisset. 

Foramen  N:o  2.  Margo  superior  plani  vix  aqua  tactus,  pars 
aversa  plani  aqua  intacta  erat.  A  170  designato,  a  sub  ig7°  ad 
198  stetit.  Hinc  apparet,  illusionem  opticam  superficiei  aquas 
rum  tribuendam  ab  utraque  extremitate  plani  æqualem  esse.  In 
altero  statu  plani  a'  in  49°  manebat,  ACa  =  4g — -17—52°;  pro: 
inde  ACA'—  i4S°. 

Foramen  N:o  3.  Extremitas  A  vel  Ä  superficiem  aquarum 
c.  2  lin.  superabat.  Pars  aversa  plani  aquis  fere  intacta  mansit, 
A  5°  respondente,  a  i85°  ad  1860  indicabatur.  ACA'  —  10 'j. 

%  i  <  *  * 

§•  (/)• 

Profunditas  aquæ  —  i5o  lin. ;  planum  altius  frustumque 
ferreum  K"  adhibebantur.  Pars  plani  adversa  teta  aqua  allue-; 

29 
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batur,  aversa  aquis  libera  mansit.  Foramen  N:o  5  applicaba¬ 
tur.  Tubulus  Pitotianus,  ad  A  in  parte  plani  adversa  et  in 
directione  ejusdem  demissus,  altitudinem  pressionis  —175;  lin. 
indicabat.  Ante  planum  in  flumen  liberum  demissus  2 4  lin.  o- 
stendebat. 


Frusto  ferreo  minimo  adhibito  planoque  igitur  in  medio  flu¬ 
minis  applicato ,  tubulus  Pitotianus  ad  A  altitudinem  pressionis 
c=3  16“  significabat.  In  flumine,  libere  manante,  altitudo  pres¬ 
sionis,  per  medium  sumta  =  25  lin.  erat. 


§•  (*>)• 

Plano  altiore  et  foramine  N:o  5  experimentum  institutum. 
Plano  ab  axe  desumto,  superficies  aquarum  c.  7  lin.  lateri  in¬ 
feriori  laminæ  B  (fig.  27)  suberat;  plano  vero  inserto,  totum 
aquis  alluebatur.  Pars  plani  aversa  aquis  fere  libera.  Altitudo 

cz 

pressionis,  a  flumine  libero  orta,  —  =  25  lin.  dec. 

4g 


A  insistebat  —  i5  et  Ä  in 

—  12 
1  5 

—  i4x 

2 

- —  12 


*4“  8i°,  ACA  zzz  q4  \ 

4-  82f  =  9 

*+■  79t  =  92f  >  94°  per.  med. 

4-  8°t  =95  [ 

4-  8if  =  f)3t) 


A  C  Ä  =  9  4°. 


Tubulus  Pitotianus ,  directioni  aquse  oppositus  ad  partem 
plani  adversam  et  in  directione  ejusdem  applicatus  indicabat,  al- 
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titudinem  pressionis  ad  a  (fig.  29)  =3  2  ad  3  vel  forsan  4  lin.; 
in  medio  plano  =  gf  ad  10  et  ad  Azzijf;,  18,  187?  175=17-^ 
lin.  Orificio  tubuli  in  statu  medio  prope  C  (fig,  29)  flumini  op. 
posito,  altitudo  pressionis  parum  mutabatnr. 


§•  (A). 

Planum  humilius  adhibitum.  Temperatura  aquæ  =  -+•  |Q 

c% 

et  profunditas  =125  lin.,  —  =  18 J  lin. j  Foramini  N:o  5  axis 

4g 

inserebatur,  Frusto  ferreo  K  adhibito,  margo  inferior  plani  ta¬ 
bulam  ,  fundo  aifixam,  5 o  lin.  superabat.  Temperatura  = °. 

\  ■ 


Sinistrorsum. 

Dextrorsum 

22f 

29f 

2  1 

Sii 

23 

29t 

21 

3o^ 

22^ 

A 

29t 

a4£ 

3i 

22f 

3if 

22f 

29Î 

22f 

3of 

23 

3if  ' 

A  C  A'=  i43. 


! 


22,5  +  90  -f-  3o,45  =142,95. 

Frusto  ferreo  K'  adhibito  ACÄ  =  i56r\ 

§•  (0* 

C 

Planum  humilius;  profunditas  aquæ  =  125  lin., 


2  i 


4g 


J 


- —  OoQ  , - - 

ts  " 'M-^r  ^"Nh r 

lin.  Foramen  N:o  4.  Frustum  ferreum  A;  margo  inferior  pla¬ 
ni  5o  lin.  a  fundo  distabat. 

Alter  observator.  Alter  observator. 


Sinistrorsum 

Dextrorsum 

Sinistrorsum 

Dextrorsum 

i5 

12 

1 4~ 
x  ^2 

4 

11 

i5f 

•4* 

1 2 

10 

12 

iof 

i5 

X  •  , 

0 

12 

1 1 

5 

12 

1 2 

i5 

rr 

IO 

loj 

6 

12 

adeoque  A  C  Ä  =  1 1 2^°=i  i05754-9o0»î-io0j5. 


Frusto  ferreo  K'  adhibito  ACÄ  zz  89° 

Planum  etiam  alium  affectabat  statum,  qui  diu  tamen  non  per¬ 
stabat,  sed  in  jam  definitum  transibat  ,  Status  liicce  a  submis¬ 
sione  aquarum  pone  planum  orta ,  probabiliter  pendet.  AC  A' 
sub  hoc  statu  6o°  reperi. 

§•  (*)• 

Planum  humilius;  temperatura  aquæ  ™  2°,  profundi¬ 

tas  zz  ie5  lin.  altitudo  velocitati  debita  =  18  ad  19  lin.  Ad¬ 
hibebatur  frustum  ferreum  K'  quod,  quum  opus  esset,  ita  au¬ 
gebatur,  ut  pars  adversa  plani,  quocumque  sumto  foramine,  a- 
qua  operiretur,  aversa  sicca  maneret. 

Foramen  N:o  1.  Tubulus  Pitotianus,  margini  plani  submo¬ 
tus,  ubique  ad  eamdem  altitudinem  permansit.  AC  A'  zi  (182, 
i85,  i84)  =  i85°;  variatio  inde  orta,  quod  foramen  hocce  ac¬ 
curate  centrale  non  esset,  indicabat,  AC  =  97 1  -{-  2,1  —99,8 
et  Ca  zz  100,2  lin.  reperi. 

Foramen  N:o  z.  .  ACÄzz  i5i~\ 


Foramen  N:o  j.  Tubulus  Pitotianus  parti  adversæ  in  A 
admotus  i4  lin,  indicabat;  altitudo  vero  pressionis  in  a  (fig.  26) 
fere  nulla. 

A  C  A'  =  1090  ,  8,  medium  5o  observationum, 
sub  quibus  A  i5°  variabat. 

Foramen  N:o  4.  Tubulus  Pitotianus,  parti  adversæ  in  A 
admotus,  16  lin.  H»  indicabat.  Marginem  superiorem  plani  flu¬ 
mini  adversi  aqua  in  puncto  Ä  vel  A  non  attingebat. 

ACA'  =  55°f  ad  7 6°f. 

§.  (o- 

Ut  eadem  experimenta  in  aqua,  minore  velocitate  profluen¬ 
te,  institueretur,  pertica  ferrea  quadrangula  in  medio  canalis, 
supra  12  ped.  lati,  aquamque  c.  2^  ped.  profundam  ferentis, 
defigebatur.  Planum  quoddam  lignenm ,  195  lin.  longum,  5if 

lin.  altum  et  8  lin.  crassum  superficiei  aquarum  submittebatur. 
Simplicem  hunc  apparatum,  superne  visum,  fig.  35  sistit;  Q  est 
Sectio  horizontalis  perticæ  ferreae,  a  A  marge»  superior  ipsins 
plani,  quod  perticæ  ferreae  ad  D  incumbebat.  Pressione  flumi¬ 
nis  planum  tam  fortiter  in  perticam  ferream  adhaerebat  ut  sur¬ 
sum  non  ferretur.  Planum  per  longitudinem  movebatur,  donec 
ad  angulum  incidentiae  45°  aliquanto  minorem, quiesceret.  Mensioni¬ 
bus  repetitis  reperiflU=77  lin.,  elBA—  x  17  lin.  quorum  numerorum 
summa  a  longitudine  plani  aliquantum  differt,  quod incertitudini  men¬ 
sionis  adseribendum.  Tubulus  Pitotianus  altitudinem  pressionis  zz  5 
ad  4  lin,  indicabat.  Margo  superior  plani  ad  a  ,  ad  C  (medium 
planij  et  ad  A  tantum  erat  verticaliter  perforatus,  ut  aperturae 
horizontales  in  linea  media  lateris  longioris  ipsius  plani  factæ , 
aquam  immitterent.  Foraminibus  verticalibus  tubuli  vitrei-,  su¬ 
beribus  infixi,  adaptati  erant;  quorum  attractio  capill.  æqualis 


\ 


"^-=ïi=r 


2.00 


erat  et  =  -  lin.  Altitudines  absolutas  metiri  non  potui  j  alti¬ 
tudo  vero  aquae  in  tubulo  ad  a  majer  erat,  quam  ad  C,  ibique 
major  quam  in  A . 

Exp.  18. 

Ex  laminis  ferreis  stanno  obductis,  facta  est  figura  quae¬ 
dam  ejusdem  formae  ac  naviculus  N:o  2 ,  qui  inter  E.  II.  obve¬ 
nit.  Pariete  verticaliter  interposito,  cuneus  in  loculos  duos  per 
longitudinem  erat  divisus.  In  superficie  cunei  superiore  hori¬ 
zontali  ac  triangulari,  duæ  aperturae  factae,  cuique  loculo  sua. 
His  tubuli  vitrei,  suberibus  infixi,  adaptabantur.  Verticalia  cu* 
nei  latera  AO  et  ÄO  (fig,  25)  quæ  angulum  «  c=:  i5°,  i4',  20" 
in  directionem  aquarum  efficiebant,  tribus  locis  erant  perforata, 
scilicet  prope  O,  in  medio  latere  OA  et  prope  A .  His  solis  fo¬ 
raminibus  nexus  intra  aquam,  cuneo  inclusam,  et  praeterfluen¬ 
tem  erat.  Latus  cubi,  cui  cuneus  adfigebatur  z:  %  ped.  firmo  - 
que  erat  instructum  tubo  orichalceo,  quo  tota  figura  axi  G  H 
(fig.  27)  inserebatur,  et  in  medium  demittebatur,  fluminis,  58 
ped.  lati  et  2  ped.  fere  profundi.  Quum  aqua  intra  ambos 

tubulos  vitreos  aequalis  esset,  linea  mediae  cunei  in  directione  a- 
c2- 

quarum  erat.  —  zzz  2olin,,  et  aqua  intra  tubulos  vitreos  super* 

4g 

faciei  aquarum  aliquantum,  5  a  4  lin.  forsan,  suberat. 

Ut  certius  exploraretur,  an  suctio  fluminis  in  latera  cunei 
tam  acuti  vim  quandam  exerceret,  cuneus  factus,  cujus  fundus, 
puppis  pariesque  interpositus  ex  ligno,  latera  vero  verticalia 
lintea  erant.  Superficies  lintei,  flumini  adversa,  formam  con¬ 
vexam  assumait. 
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DE  INTEGRALIBUS 
DEFINITIS  DISQUISITIONES. 

A  U  CT  O  R  R 

jferöinanöo  gtoani&erg. 

C^Jum  integralia  indefinita  sæpenumero  exhiberi  nequeant,  ne¬ 
que  etiam  his  ipsis  opus  sit,  sed  valoribus  solummodo,  qui  intra 
datos  obtineant  limites,  in  hos  adeo  assignandos  omnes  fere  Geo¬ 
metrae  inde  ab  Eulero,  qui  primus  maximam  eorum  utilitatem 
perspexit,  operam  et  studium  collocaverunt.  Cum  igitur  in  theo¬ 
remata  quædam  nova  et  generalia  admodum  circa  eadem  nos 
etiam  inciderimus,  ea  et  formulas,  quæ  ex  his  fluunt,  geome¬ 
trarum  submittere  judicio  haud  abs  re  omnino  duximus. 

Ipsam  autem  commentationem  nostram  in  duas  divisimus 
partes,  quae,  ut  quidem  seorshn  tractentur,  dignæ  omnino  no¬ 
bis  visæ  sunt.  In  prima  scilicet  ea  consideramus  integralia, 
quorum  limites  sunt  o  et  co  ,  atque  formulas  quasdam  ibi  exhi. 

bemus  generalissimas,  quæ  functionem  arbitrariam  continent,  ex 

* , 

quotcunque  quantitatibus  consistentem,  ut  F  (a ,  b ,  c ,  etc.) 
Formulas  autem  has  generales  ex  cognitis  his,  quos  ex  primis 


fc=±r^ 
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suis  explicavit  principiis  Illustrissimus  Laplace  *),  integralium 
definitorum  valoribus  deduximus 


Cos  m  X .  dx 
h2  X2 

X Sin  m X .dx 
r  h2  4-  *2~ 


7T  -mh 
—  e 
2  h 


7t  -mh 
—  e 
2 


1 

designante  videlicet  m  numerum  quemcunque  positivum, 

definitum  integralis  cujuslibet  valorem  a  limite  a  ad  limitem 
usque  b  sumtum. 


In  secunda  autem  integralia  definita  consideramus ,  quorum 
limites  sunt  o  et  7U  Formulas  ibi-  damus  generales,  similes  iis, 
quæ  in  priori  parte  datæ  sunt;  atque  ut  casus  tantummodo  spe¬ 
ciales  ex  his  illas  fluunt  formulae,  quas  ante  dedit  Cel.  Poisson 
(Journal  de  l’école  Polytechnique.'  Tom.  XII.) 

■  ■  ■  fi  .A—  . 


*)  Mémoires  de  l’Institut  pour  Pannée  1810.' 
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PARS  PRIMA, 

CONTINENS  INTEGRALIA,  QUORUM  LIMITES 

SUNT  o  ET  oo . 

§.  i. 

Consideremus  summam  et  differentiam  harum  functionum 

+  t 3.'4*V_,)  et  F(,+,e'W-,)i+/3r^V'-1) 


ubi  A  et  (X  numeri  quicunque  sint  positivi  nihilo  majores,  et  de¬ 
signemus  brevitatis  causa  summam  per  P  et  differentiam  per 
Q|/-i,  ut  sit 

_  .  AxV^-i  ,  _  ,  -Kx\/-i  ,  n  -yxV*  i , 

R— ,  b-\-ße  )  -4“  F  [a-^c&ß  ,  b-\-ße  ) 

i+/3rV-')   f(»W  W'1,  *  ) 

Si  hæ  functiones  secundum  theorema  Taylorianum  in  series 
evolvantur,  fiet  ob 


mx^-i 
e  *4-  e 


2  Cos  mx 


et 


e  —  e 


2  Sin  mx 


V—  i 


3o 


s34 


dF 


F  (a,  b)  -4-  ix  —  Cos  Ax  -f-  a*  — — 
v  ’  ‘  da  daz 


dZ F  Cos  2AX 


1 . 2 


-f*  etc. 


„dF  „d2F  Cos(X-t-u)x 

4-/3  —  Cos  ux  nr  2»l 3  ——  -  4“  etc. 

db  dadb  1 . 2 


„  dzF  Cos  2  ux 
4“  ß2  -rrr  -  4"  etc. 


db  ■ 


1 . 2 


4-  etc. 


dF  dz F  Sin  2  Ax 

cc  —  Sin  Ax  -J-  a2  — -  4- 


da 


da'- 


1 . 2 


.  dF  _ 

/3  —  Sin  2  c&fà 

db 


dz  F  Sin  (A-i-//)  X 


dadb 


1 . 2 


ß: 


d2.F  Sin  2  fx X 
db 2  i . 2 


etc. 


+  etc. 

Hh  etc. 


-f*  etc. 


quarum  expressionum  si  prior  multiplicetur  per 

2  dx  #  2xdx 

- - ,  posterior  autem  per  - 

A24-x2  1  1  A24-x2 

atque  sumantur  integralia  intra  limites  x  =:  o  et  x  =  ce  ,  fiet 
ob  formulas  has  cognitas 


2  Cos  mx .dx 
hz  -4»  x2, 

2  X  Sin  mx .  */x 
A2  4-x2 


57 

I 

57 


-tmA 

f 


-ni  A 
e 


\ 


■ssss-r 
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I 


oo 


Pdx 


7t 


7t  dF  -A h  _  7t  d2F  x2e 

1.  2 


-2A  h 


1  -5  T - T~  F[ciyb\  -j-  — ■  —  Ci  6  "+*  — - 

h*  +  X“  h  '  *  h  da  h  da* 


etc. 


7t  dF  -pk  73 r  d2F 


+h  Mße 


-f-  -- 


h  da  Ab 


a[6e 


Hh  etc. 


7t  d2  F  ß2  e 
h  db2''  i  .  2 


-  2/uh 


-f~  etc. 


-h  etc. 


et 


xQdx 

J  U2.  t  ~.2.  r 


h2- 


dF  -A  h  d2F 

7t  —  X  e  -j-  TT  - 


da 


da 


<%2e 


1 . 2 


-2A  h 


etc. 


dF  -/uh  d2  F  -(A +/u)h 

~H  7t  —  [6  e  -h  7t  —-77  ccße 
da  ‘  dadb 


etc. 


4-  7t 


d2  F  ß2e 
db2  1.2 


-  2/uh 


etc. 

etc. 


vel 


et 


f  *  Pdx  7t  -A h  -/uh 

J  rrr-r  =  r  +  ^  >  b  +  ße  *  ) 


h2  +x2  h 


xQtix  _  c  /  .  -AÅ  L  .  n  -//^N 


O  h'-*rX: 


=  7t  B  (fl  -4-  a  e  ,  b-j-/ 3e  )  — 7t  F  (a,  b) 


Eadem  omnino  methodo  perspicuum  est  formulas  similes 
multo  generaliores  obtineri  potuisse  considerando  functiones 
trium  vel  plurium  qvantitatum  ut  F  (a,  b ,  cf  etc.).  Ita  si  de¬ 
signetur  per 
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—  VS-S 


P  jP  (  a  4-  a 


vs^Ni-v 

AaV-i 


;  ,/3  A'xV-i  , 

,  b  +  fie  ,  c  +  ye  ,  etc.) 


.  jr,  ,  ,  -AaV-1  ,  ,  -n  -px\/-i 

+  ^  («  +  ««  ,-£  +  $*  ,  f  +  y*  ,  etc.) 


_  l  _  Ax\/-i  o  uxW-i  i'*V  1  X 

Q  zm - F^a-^cte  ,  b-\-(3e  ,  £  •+  >  etc.) 

V-1 

-  1  ,  -Aa-V-1  ,  ,  n  -h*V- 1  ,  -v*V-i  v 

— - —  F  «4»««  ,  £  +  /3e  ,  c  +  ye  ,  etc.) 

V-1 

rx  Pdx  7T  „  ,  -A4  ,  ,  n  -hh  ,  -*A  ,  v 

erit/ - =—  F(a-t-ue  ,b- [- ße  ,c^-ye  ,  etc.)  .  (a) 

U  2>  -  1  -  v*  2*  /» 


O  /i  2  "4“  X 

J OT  *Qi* 


-AÄ  „  -MÅ  ,  -VÅ  . 

-  =  77  F(<J  +  ««  ,b  +  ße  >c\ye  ,  etc.) 
o  A2-*-*1  )  .  .  (6) 


—  TT  F  (a,  b ,  c ,  etc.  ) 


Quamvis  lice  formulae,  quas  sic  exhibuimus,  valde  generales 
sint,  tamen  indefinite  adhibe-ri  non  possunt.  Cum  enim  ex  con¬ 
sideratione  seriei,  quam  evolutio  theorematis  Tayloriani  sup¬ 
peditat,  deductae  sint,  manifestum  est  has  non  valere  iis  casi¬ 
bus,  i:o  quibus  deficiat  hoc  theorema,  2:0  quibus  evolutio  hu¬ 
jus  theorematis  seriem  divergentem  præbeat,  0:0  cum  series,  ex 
evolutione  functionum  P  vel  Q  secundum  cosinus  vel  sinus  mul¬ 
tiplorum  ipsius  X  ortæ,  non  valent  pro  omnibus  valoribus  ipsius 
X  a  zéro  usque  in  infinitum. 

Si  differentientur  formulæ  (a)  et  (£)  respectu  quantitatum 
fl,  X  vel  aliae  cujusdam  quantitatis  quæ  in  fuuetione  F  con- 


VS 


2.Zy 


■W 


tineatur ,  aliæ  sic  orientur  formulae  quoe  si  valeant,  necesse  est, 
dP 

possit  — -  secundum  theorema  Taylorianum  in  seriem  conver¬ 


ti 


tQ 


gentem  evolvi,  quœ  secundum  Cosinus  multiplorum,  et  —  in  a- 

liam,  quæ  secundum  sinus  multiplorum  ipsius  *  procedat,  et 
quæ  series  valeant  pro  omnibus  valoribus  ipsius  #  a  zéro  usque 
in  infinitum, 

§.  2 

Primi  duo  casus  per  se  manifesti  sunt.  Ut  autem  postremi 
quoque  casus  exemplum  afferamus,  ponamus  functionem  F  talem 
esse,  ut  sit  F  (a)  s=  log  a  et  statuamus  n  cc  =  i  ,  quo  fit 

P  =  log  (  i  4  e  )  4  (*4*  ) 

A*V"i  -A*V“C 
e-  log  (  2  +  «  -be  ) 


log  2  (  i  -f"  Cos  Aa-)  «  2  log  2  -b  2  log  Cos 


Kx 


Kx^-i  -A*V*i 

Si  autem  log  (i4*  )  “4-  log  (  i  4  e  )  m  se¬ 

riem  ,  secundum  cosinus  multiplorum  ipsius  x  progredientem , 
evolvatur,  prodibit  P  vel 

7\X 

2  log  2  4  2  log  Cos  —  =  2  (Cos  Kx — 4  Cos  2 Kx 4  i  Cos  5 Ax  —  etc.) 

2 

Hæc  series  valet  quidem  pro  omnibus  valoribus  ipsius  x  a 
zéro  usque  in  infinitum;  si  autem  eodem  modo  pro  valore  ipsius 
Q  obtinendo  faciamus,  obtinebitur 
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i  a*V- 1  1  -a*a/  1 

Q=^— -Iog(l^^  )  —  log  (l+«  ) 

Ax\/  1  Atf\/-i  -AafV"\ 

1  1+*  1  ,  £  (1*+"«  ) 

— - ]0g  ( - ___/_)==_7_  Ion - 


\/-i  0  -A^V-1  V- 1 

H-e 


1  •+■  « 


-A^V~  1 


1  A*J/-i 

log  e  —  h  X 


V  1 


1  Aa|/-i 

Si  autem  — ; —  log  (i  +  « 

V  1 


1  ,  f  ,  -A.r|/  1 

——  log  (  )m 

V-1 


seriem,  secundum  sinus  multiplorum  ipsius  x  progredientem, 
evolvatur,  fiet  Q  vel 

Kx  =  2  (  Sin  A#  —  I  Sin  2  Ax  -f~  -f-  Sin  5  A#  —  etc.) 

quæ  tamen  series  non  valet  pro  valoribus  ipsius  Kx  majoribus 
quam  7t.  Si  jam  hi  valores  inventi  pro  P  et  Q,  scilicet 

Kx 

P  zr  2  log  2+2  log  Cos  — ,  Q  =  A#, 

2 

in  formulis  generalibus,  quas  modo  exhibuimus,  substituantur, 
obtinebitur  adeo 


/ 


A  x 

(2  log  2  2  log  Cos — )dx  7 r  *AA 

_ 2 _  =  —  j  log  (i+«  ) 

A2,  -f- 


/  ^  Åx2dx  -A  h 

J  TT7— 7  =  *  log  (i+s  ) 


o  h2-\-x2 

quarum  formularum  illa  profecto  valet,  non  autem  bæc;  quod 
etiam  alio  modo  facile  perspicitur.  Ex  priori  autem,  cum  sit 


-«àcdËbw—Sâk. 


==$=r 


209 


PT 


2  iog  2  d  X  71  log  2 
o  h2-ï-x2-  h 


obtinebitur ,  si  A  mutetur  in  2  À 
P  05  log  Cos  K  X  .  dx 

o  /2 2  4* 

quam  equidem  Bidon.ni  *)  antea  primus  dedit. 


-  2  A  h 

7T  1  +  *  . 

_  log  ( - - - ) 


§•  3. 


Statuamus  jam 


•m  n 

F  Qci,  0 ,  etc.)  =  o  .  b  .  etc. 


quo  fit 


P  =  (i-d-CosA#-HSin  Ax\/-i')n,  (1  ■+•  Cos  ju*  •+■  Sin px  V"  0  •  etc- 


n 


m 


n 


4-  (i+CosA# —  SinAAT|/-i)  .  (1 -J*  Cos/^ä: — Sin/^rj/-i)  .  etc. 
1  in  n 

Q=  p— (i+CosAx-bSinAxy'-i)  •  (i+CosfcaH-Sin//ar>/-i)  .  etc. 

- 1  m  11 

■p — (i+CosA# — SinAxjZ-i)  .  (l+Cospx- — S\ny.x\/-i)  .  etc. 

Cum  autem  sit 

Ax  *  Ax  Ax 

1  -4*  Cos  Ax  zz  2  (Cos  — )  ,  Sin  Ax  =z  z  Sin  —  Cos  — 

2  22 


*)  Mémoire  sur  diverses  intégrales  définies  par  Georges  Bidone.  Mém. 
de  l’Academie  de  Turin  pour  les  années  i8n  et  1812. 


24o 


fiet 


i  Cos  Ax  +  Sin  Ax  y~  1  = 


_  Ax  Ax  .  Ax 
2  Cos  —  (Cos  —  Hh  Sin  —  l/  - 1  ) 


,  .  _  ,  .  in  in  ,  Ax  w  ,  «/Ax  ,  «/Ax 

(1  +  Cos  Ax^Sm  Ax  y- 1)  ~2  (Cos — )  (Cos - +  Sin - 

2  2  2 


,  ,  n  n  „  ux  n  ,  nux  ,  n/;x  . 

(1  -f-  Cos//x+Sin/*x  j/-i J  =2  (Cos—)  (Cos— -  +  Sin - V~i) 

222 

Est  vero  etiam  secundum  formulas  cognitas 

(n  m^x  ,  c.  wAx  «wx  «^x 

(Cos - ±  Sin -  y- 1)  (Cos - h  Sin  —  1/- 1  )  etc. 

2  2  '2  — ‘  2 

«/A  ww  -{-  etc.  «/A  4-  «ju  4-  etc, 

=  Cos  ( - i - )x±Sin( — — d— T - )  *  |/_! 


quibus  substitutis  fiet 


1 4- «/_j_7î  X  etc,  Ax 
P  =  2  T  ^  r  (Cos  — 


.„  m  uxn  „  «îA4-«44  4-  etc. 

(Cos  — )  (Cos  — )  .  etc.  Cos  ( - l-ÜI - )  * 

2  2  2 


i4-*ï/;4-«4- etc.  Ax  »1  ux«  „  »«A-J-nw-L  etc. 

Q  =  2  ^  T  ^  (Cos  —  )  (Cos— )  .etc.Sin( — — -  ^ - )  x  ; 


ideoque  ob  formulas  (a)  et  (b) 


f 


Ax  «/  _  ux  «  /uA  4-  nu  -b  etc. 

33  (Cos  — )  .  (Cos  — _)  .  etc.  Cos  (- - )  x  ûfx 

2  2  2 


h*  +  xz 


-A  h 


-f/.h 


TT  «t  1-1-«  M 

=  n  — - — )  •  (^r—  )  e‘c- 

2h  2  2 


„  ixxii  mA+n/x  +  etc 

-  *  X  (Cos  — )  (Cos  -—)  .  etc.  Sm  ( - - - )  *  dx 

o  A2  +  ^ 

- Ah  -  fuh 

7t  A  -U  e  in  i  4-  e  n  .  tt 

SS  —  ( - )  .  ( - )  .  etc. - 

2  2  2  i  -{-»»-{-  n  4-  etc. 


vel  si  A  mutetur  in  2Å,  /x  in  2/x  et  sic  porro 


/ 


CO 


’  (Cos  Ax)m.  (Cos  fxx)n.  etc.  Cos  fmA  4-  n/x  4-  etc.)  x  .  dx 

Å2  +  '** 


-2ÄÅ  -2^CÄ 

s  i4{  w  ,i  4- «  . w 

~  —7  ( - )  ♦  (  ~  )  •  e^c* 

2Ä  2  2 


/ 


CO 


m  n 

x  (Cos  Ax)  .  (Cos  /xx)  .  etc.  Sin  (mA-j-  n/x  4-  etc.)  x  .  dx 

FT** 


7t 


-2  AÂ  -2  /xh 

TT  \4-  e  m  1  4e  n 
HT  ■* —  (  )  •  (  )  •  CtC#  1 

2  2  2  14-W4  n  -j-  etc. 


Generales  admodum  hæ  duæ  formulæ,  quantum  nos  quidem 
nevimus,  a  nemine  antea  datæ  fuerunt:  sed  non  valent  pro 
valoribus  ipsorum  in  et  n  negativis,  quia  series  ex  evolutione 
theorematis  Tayloriani  orta  tum  di  vergere  incipit. 

Si  e.  g.  n ,  et  qui  sequuntur,  exponentes  nihilo  æquales  sint, 

„  *  '  •  -  V 

erit  ex  his  formulis 

01 


# 
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-2ÀÂ 


yM  (Cos  A*)  .  Cos  mXx  .  dx  tt  f  14.«  x 

A2  +  *2  2Ä  ^  «  ' 


«  2ÀÂ 

/°°  ä:  (Cos  A*)  Sin  mXx  .  dx  _  n  t\  \t  % tn  57 

_  lo  i  "Tö  ™  ""  T"  '  I  )  " 


A2  4- je2 


m-\- 1 


quarum  si  illa  differentietur,  posito  m  variabili  et  post  differen- 
tiationem  fiat  m  zzz  0,  prodibit 

-2âA 

0 >  •  •  *  (0 


J'  log  Cos  Xx .  dx  2  ,  ,i-f« 


A2,  -4-  JC2 


~  —  log  (■ 

2  A  0  ^  2 


quæ  utique  eadem  est,  quam  in  paragrapho  secunda  dedimus. 
Si  autem  hæc  etiam  respectu  ipsius  m  differentietur ,  et  post 
differentiationem  fiat  m  zz  0 ,  altera  illa  sic  quidem  obtinebitur 
formula,  quam  in  paragrapho  secunda  ostendimus  falsam  esse: 
hoc  vero  perspicue  ab  eo  pendet,  quod  in  paragrapho  prima 
monuimus,  scilicet  quod  per  differentiationem  prodeat  factor  Xx , 
qui  in  seriem,  quæ  sesundum  sinus  multiplorum  ipsius  Xx  pro¬ 
cedat,  evolvi  quidem  potest,  sed  ubi  observandum  occurrit  ip¬ 
sam,  quæ  adeo  prodibit  seriem  non  valere  pro  valoribus  ipsius 
Xx  majoribus  quam  57  ;  atque  hoc  idem  semper  metuendum  est, 
cum  per  differentiationem  talis  factor  x  prodeat. 


Si  formula  (1)  differentietur  respectu  ipsius  A,  obtinebitur 

-2  A  A 


[* 03  x  tang  Xx  .  dx  _  tt  e 

o  A2  4-  x2  ~2Xh  5 

1  -f  e 


W 


quam  eandem  Bidonni  loco  ante  citato  primus  dedit. 


- - 

==w*s^* 
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5.  4. 

Consideremus  jam  casum,  quo  sit 


.  m  n 

F  (a ,  b,  etc  )  ss  a  .  b  ,  etc. 


=  b  ass  etc.  =  -j-  1  j  «  ssj3  =  etc,  =  «—  1 , 


quo  fit 


P  (1  *  Cos  A  at  -  Sin  Ax  l^-i)  .  (1  -  Cos  /ax  -  Sin  px  1)  .  etc. 


_  fjt 

-J-  (1  •  Cos  Ax’-fSinAx  V-  1)  .  (1  -  Cos  px  -{-Sin  (jix  i)n,  etc.' 

Q  =  y  ~l  C1  ~  CosAx-  Sin  Ax  |/-i)  .  (1  -  Cos^ux-  Sin /^x|/- 1)  .  etc. 

-  1  m  n 

— — (1  -  Cos  Ax+SinAx  t^-i)  .  (1  -  Cos/ux-t-Sin^x^/- 1)  -  etc. 


Atque  cum  sit 

_  Ax*  _ .  Ax  ^  7t  -  Ax 

I  -  Cos  Ax  rz  2  (Sin — )  —  2  Sin  —  Cos - - — 

2  2  2 

Ax  Ax  Ax  9T- Ax 

Sin  Ax=  2  Sin  —  Cos  —  ==2  Sin  —  Sin - 

22  22 

tum  vero  ob  formulas  cognitas 

m  «*  Ax,i»,n  »1(7?- Ax')  f  «1(7?- Ax) 

'(i-CosAx+SinAxj/- 1)  =2  (Sin — )  (Cos - -ifcSin - V-i)> 

22  2 


.w  n  MX  w  k(tt-mx)  n(7t-ux)  ,  _ 

i-Cos/^xHhSin^x\/-i)  =2  (Sin — )  (Cos - ~4~Sin— - V"0 


2 
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fiet  adeo  per  substitutionem 


P=Z2 


i4Wxn4-etc.  Aa;  m,  .  /u*. n  tn7f-mXx  \-117t-nfxx  J  etc. 

^  T  ^  (Sin—)  (Sm—)  .etc. Cos - - 

a  v  2  2 


i_i_wi-ln4etc.  Aatw  «at»  WîA#4-,,fl’  -«/>(*  4- etc. 

Q=— 3  T  t  -t  (Sin_)  (Sin—)  .  etc.  Sin - 

Ideoque  ob  formulas  (a)  at  (b) 

A xjn  /o.  jux^n  o  »«tt  -  w/Aac  +  «7T  -  npx  -+-  etc.  ^ 


rx  (Sin — )  (Sin — )  etc.  Cos 

J  2  2 


h2  H-  a:1 

-A  h  -fj.h 

rrt  i  -  e  m  \  -  e  .n 

— - .  (— - )  .  etc. 

2/J  2  2 


/ 


cc  /c-  Xx\n  fC-  PX\n  ,  o-  m7t  “  m*X  +  n7t  “  nPX  +  etC*  J 

at  (Sin — )  (Sin — )  etc  Sin - - .  fl* 

2  2  2 

h 3  AC3 


-AÄ  -juA 

TT  1  -  £  w*  1  -  £  » 

=  —  -  ( — ; — )  ( — -— )  •  elc-  + 


71 


2 


i  -ffw+*H-etc. 


vel  si  A  mutetur  in  2A,  /n  in  2[x  et  sic  porro 


I 


<X> 


¥19  99  ill  />  7*  /> 

(SinAAc)  (SinuAr)  etc.  Cos  ( - fnAA;  H - fi/ux  -f-  etc.) 

2  2 

hz  +  Vz 


-2AÅ  -  2/*Å 

27T  \  -  e  ,tn  i  -  e  n 

(___).  etc. 
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/ 


W 


Wl  .  _  _M7T  mt 


X  (Sin  Ax)  (Sin  /ux)  .  etc.  Sin  ( - wXx  H - tijAX  +  etc  )  dx 

2  3 


•  \ttt . — ;  -s(i  '  -  ••• 

-2ÅÅ  -2WÅ 

7t  ,1  -  e  ni  i  -  e  n 
- -  ( - )  ( - - - )  .  etc.  -f 


7t 


l-fwi-hn+etc. 


ubi  observandum  etiamnum  occurrit  postremas  hasce  formulas 

•  »*  •  ►«*»»  « 

non  valere  pro  negativis  ipsorum  m  et  n  valoribus. 

Si  e.  g.  n. ,  et  qui  sequuntur  exponentes ,  nihilo  æquales 
sint,  erit  ex  his  formulis 


/o,  m  ni7r 

(SinAx)  Cos  ( - mhx)  dx  -2A h 

2  7T  ,1  -  e  m 


X" 


2h 


v  (  . u 

r 00  X  (Sin  Ax)W  Sin  (—  -  mXx)  dx  _  2 

J  "i  2  it  ,1  -  i 


A  Å 


Å2  -I-  Xe 


(* 


wi 


)  + 


7T 


»J-f-å 


tum  vero  differentietur  harum  formula  prior,  posito  m  variabi¬ 
li,  et  fiat  post  differentiationem  m  =  0,  prodibit  utique 

-  2A h 

-)  .  (5) 


log  Sin  te.dx  27t  .  .1  -  * 


h2  -f-x* 


=  y  log  (- 


atque  si  hæc  iterum  differentietur  respectu  ipsius  A,  fiet 

/_  ,  -2A h 

““  X  Cot  Ax  .  dfx 


77*  « 


h2  H-  X2 


-2AÅ 


•  W 


1  -  e 
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Jam  $i  formula  (1)  a  formula  (3)  auferatur,  prodibit 

—l2\h 

/”  log  tang  Ax  .  dx  19  l- — el 

— F+î*  =  s  ,os‘  (_rr^Â)  4  • 

l  -f-c 
* 

atque  si  (2)  et  (4)  addantur,  obtinebitur 


(5) 


/""  a:  Cos 

t/  Ai 


sec  2Ax  .  dx 


-2\h 


TC  e 


A 2  -+-X2 


-4AA 


1  ~  t 


A 

vel,  si  in  hoc  ultima  A  mutetur  in  — 

3 


j  ji  »  -> 


*  Cosec  Ax  .  ix 
A2  -J-  X2 


-AÂ 

57  £ 


-2AÂ 

1  -  e 


Formulas  hasce  omnes  (1),  (2),  (5),  (4),  (5)  et  (6)  ex  di- 

r  '  ' 

recta  serierum  consideratione  BidoNni  primus  invenit;  easdem 
autem  nos  ex  principiis  omnino  diversis  demonstratas  heic  de¬ 
dimus. 

■  ;'r  tt  <>!  ;  11  •  i  :.Oi  X  ir.1!  1  HfH  ?!!(.  •>';->!> .  ;  0  107  m«t 

§•5. 

Sit  jam 

..  r  *  •/  \  \  i  r>  -  i  ^  \ 

„  tn  n 

F  (a,  b)  ~  a  .  b 

a  ==  a  ==  3  =  +  1  i  /3  =  —  I  ; 

fiet  per  transformationem  rite  factam 

P  =  21+,"+i’  (Cos-)”'  (Sin  — )”  Cos 


2 


24 7 


^  l-fm-t-n  A*»»  /w*»  mAx  -  tin n/ux 

Q  =  2  (Cos  — )  (Sia  — )  Sin  - t — —  • 


Ideoque  ob  formulas  (a)  et  (b) 


/ 


CD 


A xm  fvc  n  mAx-nn  +-n/jtx 

(Cos  — )  (Sin — )  Cos - - — —  .  dx 

2  2  2 


-Ah  -fjih 

_  55*  ,«-+“«  N«l  /l  — e 

2Ä  *  2  '  ^  2  ' 


r 


Ax  f»  .  i ux  n  fiiAx  -  un -f-  tiux 

X  (Cos  — )  (Sin  -— )  Sm - -  .  dx 

2  2  2 


X‘ 


7t 

i4-;h4-tj 

2 

quæ  quidem  formulae  valent  pro  omnibus  numeris  positivis  ipso¬ 
rum  m  et  n. 


-Ah 

v  i  ■+■  e  mi 

2  2  ^2 


•  uh 
e  n 

-) 


§  6» 


Consideremus  nunc  formulas,  quae  ex  sequenti  functionis  F 


forma  derivari  possunt 


et  sit 


.  m  tib 

F  (o,  b)  5=  a  .  e 
a  ss  a  =  /3  =5  i  ,  b 


o. 


Erit  scilicet 


'  248 

fff  nCosux-f-wSin  juxiA-i 
P  =  (i  -{-CosAx+SinAxV'-j)  ♦  * 

t»  nCos  ux —  nSin/*xV_1 
-f-  (1  +•  Cos  Ax  — ~  Sin  Ax  V-i)  .  e 

i  .  tn  «  Cos  ux  4-  n  Sin  ux  1 

Q  =  ■— — (i -f-CosAx  +  Sin  Ax  V"1)  •  e 


i  n  n  Cosjux— ffSinjUxV-1 

CosAx — SinAxv-i)  •  « 


vel,  sublata  quidem  omni  expressione  irreductibili, 

fff-b*  A X  «i  nCosux  fffAx  , 

P  zs  2  (Cos  — )  ,  e  r  .  Cos  ( -  4*  »  Sm  ux) 

a  a 

fff-j-i  Ax  f«  nCosfxx  mXx 

o  (  t  - 


Q  =  2 


(Cos  — )  .  c 

2 


.  Sin  ( - n  Sin  /wx) 

4 


Ideoque  ab  formulas  (a)  et  (b) 


/_  Ax  m  nCosux  _  fwAx  n  .  . 

(Cos — )  .  «  .  Cos  ( - {-  n  Sm  jux)  dx, 

2  2 


A2  -f-x2 


-A  h 

7f  ^1  -t  «  ^«1 

_  v  -  ) 


-i uh 


ne 


•  •  (7) 


Ax»n  nCosjux  mAx 

P  *  X  (Cos  — )  .  «  .  Sin  ( - -{-  «  Sin  ux)  dx 

J  2  _  2 


-A/i 

7 r  i4*p  f« 

—  (— — 0  •  « 

2  2 


Å2  -f-  X2 
-fxh 


7t 


m  1 


•  .  (8) 


2 


-'S'F* 


24g 


Jam  si  ni  S3  0,  fiet  ex  his  formulis 


/ 

o 

f 


hCos/ax 

e  1  .  Cos  (n  Sin  fAX)  .  dx 

m 

-fj.h 

ne 

hz  -\-xz 

2  h 

e 

nCosfAX 

X  e  .  Sin  (fz  Sin  fj.x)  .  dx 

7t 

•~fA.fl 

ne 

e 

hz  4,  X2 

2 

7t 

2 


ex  qua  postrema  faciendo  k  zzz  0  oblinetur 


y03  nCosux  dx  7ï  n 

e  .  Sm  («  SmfAx) —  =s  —  (e  —  1) 


X  2 


Si  autem  11  ea  0,  erit 


/ 


00  A'VM  r,  ?7/Ax  f 

(Cos  — )  Cos - .  dx 

2  2 


/î2  4- 


7T  1  -f*  C 


2Å 


-À/î 


m 


/ 


00 


w  mKx 

X  (v^os  — )  Sin -  .  dx 

2  2 

/i2-  X 2 


77  ,1  4-£ 


-A  h 


m 


TU 


111-Ll 


quæ  formulas  speciales  ex  iis  etiam  fluunt,  quas  in  paragrapho 
tertia  dedimus.  Difîerentientur  jam  formulæ  (7)  et  (0)  posito  n 
variabili,  et  fiat  post  differentiationem  nzzzo,  obtinebitur  utique 


/ 


a» 


Ax  f«  ^  111Å  ,  , 

(Cos  — )  Cos  ( - U  u)  X  .  dx  .  -A h 

2  2  __ _  7T  -ph  1  -f  e 

h a  4-  xa  2/i  2 


f» 

)  , 


/ia  4-  *a 


s 


25o 

f  '  »  (Cos  — )  Sin  (—  -4-  «)  x  •  iix 
/  2  2 

°  A*' 4-  **  ’’ 

% 

quaruwj  formularum  hæc  omnino  non  valet  posito  /x~o;  Ium 
enim  ad  formulas  proxime  antecedentes  recurrendum  est,  quæ 
veros  liorum  integralium  valores  hoc  casu  exhibent,  flutetur 
simplicitatis  causa  in  duabus  ultimis  formulis  A  in  2Å;  fiet  adeo 

Cos  (77/A  4-  fx)  X  .  dx  Tt  -fjth  1  -f-  e 
h*  4-  a**  ~~  2Â  2 


,  ~Xh 
tf  -uh  ,14-5  J» 

—  -  e  ( - ) 

2  2 


PCj  X  (Cos  Xx)  Sin  (mX-^-p)  x  .  dx _ 7T  -fxh  i  4-*  m 

K  ~~7'e  (  7  ^ 


ubi  observandum  solummodo  est  A,  [x  et  m  numeros  esse  de¬ 
bere  positivos,  fx  vero  etiam  nihilo  majorem. 


5-  7* 


Statuamus  jam 


_  ,  «i  nb 

F  {a  y  b)  =  a  .  e 

0  =  1,#=:  — -  1  ,  A  =  0 ,  /3  ~  -f-  1, 

Erit  utiquo 

P»(t~Ca,»»-.8toA*V-i)"’.  enC0SftX+nSir!IAX  V'  ' 
+  (1— -CosA*  +  SinA* V_1)7  eßCos^-»Sin^V-t 


I 


25i 


i  f«  nCos(AX-k  «Sin/ux  V*-* 

Qz=  — —  (i — CosAx— -SinAx  V'-i)  *  e 

V-i 

-i  îîi  «  Cos ux  —  »  Sin  ux  {/•  i 

(i — CosAxH-SinAxj/-i)  •  e 


\/-i 


yel,  si  haram  expressionum  transformatio  rite  peragatur 

,,  m4-i  ,  Ax  m  nCosux  mhx-mit 

P  =  2  (Sm — )  .  c  Cos  ( - i-  n  Sin  /ux) , 

2  2 

_  wi4-  i  Xxm  n  Cos  ux  mKx-imt 

Qc=2  t  (Sm— )  .e  ^  Sin ( - —  -f.  »  Sin  ws) . 

2  2 


Ideoque  ob  formulas  (a)  et  (1?) 


yct>  A xm  nCosux  _  wAx-ira# 

(Sm- — )  .  «  .  Cos  ( - b  w  Sin /ux)  i/x  j 


-A  h 

,i-e  ne 

y  ( - ;  •  « 

2/1  2 


A2 

-y.h 


•  (9) 


/ 


00 


As:«  n  Cos  /ux  t  inKx-mrt 

x(Sin — )  .  c  .  Sin  ( - J-  »Sin/ux)  dx\ 

2  2  1 


A2  4-  X2 


-A  h  ~(xh 

7T  i-e  «1  «e  7T 

2  2  *  JM-f-l 


•  (i  °) 


Si  autem  in  his  formulis  sumatur  n  ss  0,  erit 


/ 


v,  Xx  in  mXx  -  m*  . 

(Sin — )  Cos  (•— - )  dx  -A h 

2 _ 2 _  _  »  _ ) 

h-  X 2  2 h  2 


m 


/ 


» 


,c.  **  ™  c  *  ,W:A*  "  m7ts  J 

ar(Sm — )  Sin  ( - )  dx 

2  2 


71 


hz  J-  xz 


-A/i 

-  (— - ) - —  , 

2  2  111  -p 1 

2 


quæ  d use  formulae  speciales  ex  iis  etiam  fluunt,  quas  in  para- 
grapho  quarta  ante  dedimus.  Differentientur  jam  formulae  (9) 
et  (10)  respectu  ipsius  »,  et  fiat  post  diflerentiationem  «  -=  0  ; 
obtinebitur  adeo 


/ 


rn  „  A  xm  mXx- 1117p 

(Sin  — )  Cos  ( - -|-  (ax)  dx  -A h  m 

2  2  7T  -uh  l-e 

- . . — - - XX —  e  1  ( - ) 

h2  _p  xz  2/1  2 


f 


co 


.  Xxm  ^  mhx-mTT  .  . 

X  (Sin — )  (Sin - p  ^.vr)  -A/i 

2  2  Tt  -uh  i-e  in 

- - —  —  e  r  ( - )  ; 

Å2  -[-  2  2 


pro  quibus  tamen  observandum  est  hanc  non  valere  posito  \jl  =0: 
tum  enim  ad  formulas  proxime  antecedentes  recurrendum  est, 
quæ  veros  integralium  valores  hoc  casu  exhibent.  Porro  mute¬ 
tur  simplicitatis  causa  in  ultimis  his  formulis  A  in  2À;  fiet  adeo 


s 


CO  /O* 


f» 


tVTT 


(Sin  Xx)  Cos  (»jA-Pju  x - )  dx  -2X h 

2  7T  -  uh  t-e 

- - - =-«'  ( - - - ) 

hz  — J—  Xz  2Å  2 


s53 


/w  x  (Sin  Xx)  Sin  (?;iA4-M  % - )  d-x 

2  _  7i  -(All  1- 


-2  Xh 


m 


/2 2  +  X2 


(- 


-) 


Tum  vero  observandum  etiam  heic  est  fieri  non  posse,  quin 
numerum  designet  positivum, 

S-  8. 

Tribuamus  nunc  fuctioni  F  formam  sequentem 

m 

F  («)  =  C—^) 

1  — a 

et  sit  a  =  0,  «  3  1,  »js  numero  integro  positivo. 

His  scilicet  positis  erit 


P  = 


i  — e 


mXx^/  - 1 


1  —  e 


Xx%/  -1 


*+• 


1  —  e 


-7/2Å*V‘  1 


1  —  e 


-Xx\/- 1 


1  —  Cos  Xx  -j-  Cos  ( m — 1)  Xx  —  Cos  mXx 


1  —  Cos  Xx 


Xx  .  Ax 

Sin  —  -f-  Sin  (2  m  —  1  )  — 
2  2 


Sin 


Xx 


1  —  Cos  mXx  -4~  Sin  »iA#  Cot 


Xx 


m 


2.54 


Q  SS  77 


1  1 
V-* 


?«A#^~i 


r  i  —  ff 


-fnA-vV“1 


1  —  ff 


A^'V" 1 


V“1  -A*V~I 

1— ff 


Sin  A#  -f-  Sin  (w — i)  A#  — -  Sin  mXx 
i  —  Cos  A# 


Xx 
Cos  — 
2 


Cos  (2;«  —  i) 


A# 


Sin 


Xx 


Xx  „ .  _ Xx 

zzz  Cot  —  —  Sin  mXx  —  Cos  mXx  Cot  — 
2  2 


Ideoque  ob  formulam  (a) 


r (i 


Xx 

-  Cos  mXx  -Î-*  Sin  ?// A#  Cot — )  dx 

2 


h~  -h  X 


.2 


-tnXh 

-  (ili« - ) 

h  -Ah  J 

i  -  e 


atque  si  A  mutetur  in  2A 


f*  Si 


Sin  2 mXx  Cot  Xx  .  dx  sr  i  -  e 


~2mXh 


h2  -+■  x‘ 


h  ^  -2A h  ^  o 


-CosswAx)  cbf 


1  -ff 


h2  -f-  X 2 


Jam  vero 


/ 


CO 


(  i  -  Cos  2mXx)  dx 
hz  «f  X 2 


5?  -  2I»AÄ 

7  (l~*  ) 

2Ä 


unde  fit 


255 


.  -2  Aß  .  -2?;iAß 

~Sm  zntÅx  Cot  A*  i  dx  _  cr  (l+ff  )\\—e  ) 

o  h*~+V*  '  ‘  *  ~~ 


2Â 


-2  mAh 


*  •  0 


r* 


1 - 6 

\ 

Similiter  quoque  erit  ob  formulam  (6) 

Åx  Aa? 

(Cot - Sm  mÅx  -  Cos  mÅx  Cot  — -)  dx 

2  2  i  -  « 

- =5t( - 


-Mi  A  h 


h 2  4-  x: 


-A/i 


•)  —  TT 


1  -  « 


atque  si  A  mutetur  in  2À 

X  Cos  27/iAx  Cot  Åx  .  dx  fc°x  (Cot  -  Sin  2mÅx) 
^ O  hz  -h  ~  ^ o  lF^Çxz 


dx 


-2inÅh 


+  7t  -»  57  (- 


.1-2 


-2  AÔ 


■) 


i  -  e 


tum  vero  per  formulam  (4) 


r~ 


Cot  Åx ,  dx  zz.  7T  e 


-2A  Å 


Å2,  4“ 


— 2  A/î 


1-2 


et 


/ 


09 


A?  £>in  2  mÅx  .  dx  7S  -2tnÅh 


hz  -|-  ** 


—  .  e 

2 


J 


quarum  tamen  formularum  hæc  non  valet,  cum  sit  m  =  ol 
Ex  his  erit 

-2A  h 

30  X  Cos  2JMA.V  Cot  Åx  .  dx  tt  - 2tnÀh  i-f-2  ,  Y 

r  e  ( - — l)»  •  •  •  (“) 


h 2  X  ' 


-2A  h 


i— -e 


quæ  formula  itaque  valet,  si  m  sit  numerus  quicunque  integer 
positivus,  unico  tantum  excepto  casu,  scilicet  quo  sit  »>  =:  o  ; 
tum  enim  ad  formulam  (4)  recurrendum  est,  quæ  verum  hujus 
integralis  valorem  hoc  casu  exprimit. 


§•  9- 


Sit  jam 


2W-È-1 


l  -4-  a 


F  (a)  = 


i  +  a 


et  a  zz  o  ,  cc  ss  i  ,  m  cz  numero  integro  positivo. 


Erit  omnino 


i  -4-  Cos  A:v*4-  Cos  2;?;Aa'-4-Cos(2w4-i)  A* 


i  4-  Cos  A# 


Åx 

Cos  (4  î/i-f-i)  — 

—  i  4*  — - - 


Cos 


2 


=  i-4-  Cos  2  m  Å  x  —  Sin  2HiÅx  tang  — 


(2w4-l)AX\/-l 


i  Hh  e 


~(2w;-f*  i)Ax\/-  i 


i 


V-i  aa'V-i 

i4-e 


V'i 


i  +  e 


-Äx\/-i 


25  7 


—  Sin  Ax  -f-  Sin  awAx  4-  Sin  (2W+1)  Ax 
1  4*  Cos  Ax 


,,  Ax 

Sin  —  4“  Sin  (47/14*  1)  — 

2  2 


Cos 


Ax 


Ax  _  Ax 

=  —  tang  —  -f-  Sin  2i»Ax  4-  Cos  2W*Ax  tang  — 
2  2 


Ideoque  ob  formulam  (a) 


f*  c* 


Ax 

4-Cos2J«Ax  —  Sin  2»iAx tang — )  dx 

ss 

h 2  4-  xa 


-(am-f-i)  A h 

I  (l±î _ X 

Ä  V  -Ah 

i-jre 


atque  si  A  mutetur  in  2A 


J 


GO 


Sin  4»»Ax  tangAx  .  dx 
h2  4r  xa 


r 


(1  -f-  Cos  4»jAx)  dx 


X- 


7t  1  4"  0 
-r~  •  " 
h 


-2(2»!  4-  i)A/i 


1 4“  ^ 


-2A  h 


Cum  autem  sit 


/ 


» 


(14-  Cos  4wjAx)  dx  7t  -4wAÅ 

— —  =  ^(l  +  *  } 


erit  etiam 


53 


-JrK,  AA. 

- fc^SFT 


258 


/ 


CO 


Sin  4 mXx  tang  Xx  .  dx 
h2*  _j_  X2- 


-2  A4  -4wjAå 

w  (l-e  )(■!-*  ) 

— —  ’■’*■■■  *— — —  ■  ■  ■  — ■  -  ,, 

2Å  -2 A4 

i  -f-  e 


•  (>5): 


Similiter  quoque  ob  formulam  (b)  erit 


/ 


x> 


/o.  A#  XX 

X  (Sin  2 m\x  -  tang - f-  Cos  2mXx  tang  — )  cfo; 

2  2 


a 


h2  -J- 


X' 


=  TT  ( 


1  —}—  6 


-(2«H-i)A4 
-) 


i  4-e 


-A  h 


7t 


atque  si  A  mutetur  in  2A 


C  ^  X  Cos  bmXx  tang  A  x .  dx  f''*  x  (tang  Xx  ~  Sin  4»iAx) 
O  Å2  -{-  X2  o  h2 xz 


•X  (- 


i 


-  2(27«+  i)A4 


-2A  h 


-  ZT 


1  6 


sed  et  per  formulam  (2) 


I 


CD 


#  tang  ?kX  .  dx 
h  2  Ip  x 2 


-  2A  h 


7 r  r 


i  -f-e 


~2Xk 


atque 


r~  *  si 

d  L 


~  xSinfanXx.dx 


h 2  +  x: 


7t  -  hmXh 
—  .  e 
2 


quæ  posterior  formuta  tamen  non  valet  pro  m  rr  0. 


Erit  igitur 


209 


— fHT 


f 


co 


x  Cos  4 mhx  tang  Xx  «  dx 


X‘ 


vr  ~tm\h  i — e 

—  g  .  - 

2  s 

1 4”« 


-2ÀÂ 


-2AÅ 


•  (l4) 


quæ  formula  itaque  valet,  si  m  sit  numerus  quicunque  integer 
positivus,  unico  excepto  casu,  quo  sit  m  zzz  o :  tum  enim  ad 
formulam  (2)  recurrendum  est,  quæ  verum  integralis  valorem 
hoc  casu  exprimit. 

■*  i 

Si  in  formula  (11)  m  mutetur  in  2m ,  fiet 


f 


00 


,  ,  -2  AÂ  -4  mXh 

Sin  4mA:v  Cot  A x  .  dx  7:  (l+«  ) 

hz  -f-  xz 


2  h 


-2A  h 


1  —  e 


quæ  ad  formulam  (10)  addita  dat 


/ 


co 


Sin  imXx  .  Cosec  2hx  .  dx  tc  ~2A h  1 — e 


-4mA  h 


Å2 


—  ? 
/1 


-4A  k 


1  —  c 


vel  si  A  mutetur  in 


2 


/ 


CO 


Sin  2111ÄX  Cosec  A#  . 
/i2  4- 


-2mKh 

7T  -A»  1 — « 

—  e  . - — 

2  -2A  h 

x  —  e 


*  •  1 


(i5) 


Eodem  omnino  modo  e  formulis  (12)  et  (i4)  obtinetur 

-(27üH-i)AÂ 


T- 


Cos  2111ÅX  Cosec  Xx  .  dx 


h 2  4- 


9X  . 


-2A  h 


.  .  •  (16) 


2Ô0 


§•  10* 


Inventis  his  simplicissimis,  qui  ex  (a)  et  (5)  derivari  pos¬ 
sunt,  mtegralium  definitorum  valoribus,  ad  alias  jam  pergamus, 
formulas  et  in  specialia,  quæ  ex  his  fluant,  integralia  definita 
inquiramus.  Consideremus  ergo  summam  et  differentiam  harum 
functionum 


/  (fl  +  flff  8  ) 


et  /  (a  -f-  cc  e 


-2/ArV*1 


) 


ubi  /  et  A  sint  numeri  positivi  nihilo  majores,  et  /  insuper  nu^ 
merus  integer;  atque  designemus  brevitatis  causa  summam  per 
H  et  differentiam  per  K  \/-1>  ut 


TT  _  r  /  .  2/A*V-  1  ,  ,  -2/AaV-1, 

H  — ■  /  (ci  -f-  cc  e  }  -f"  /  a  ^  ) 


K  = 


„  2/A*V-l  ~2lÅX\/-l 

f  (a  -f-  ci,  e  )  —  /  (a  -f-  ct  e  ) 

V-* 


Fiet  ob  formulas  has  cognitas 


mxy- 1  -mx\/-i 

e  “1“  B  ZZZ  2  Cos  tux 


mxV-i  ~mx[/- 1 
e  —  e 


V”1 


2  Sin  mx 


&  S(  \  ,  dfn  /■>  ,  a  Cos  4/Aat 

=  /W  +  *7  Cos  2/A*  -f-  a  2  etc. 


da 


da1  1.2 


K  da/  Sin  4/À* 

—  =  «  — -  bm  2/A*  -f  a2 -  -  4-  etc. 

da  da2- 


2 


1  .  2 


-*-**■—  -tfr - 1 

'  vs 'SF3?- 


261 


Multiplicetur  prior  harum  expressionum  per 

2x  Cot  hx  ,  dx  2  Cot  hx .  dx 

atque  posterior  per 


h2  «+•  X2 


hz  H-  x: 


et  sumantur  integralia  intra  limites  ar  s:  o  et  *  s  oo  ;  fiet  ob 
formulas  (ii),  (12)  et  (4) 


/ 


» 


^  y  —  4  -2  hk  „ 

JC  Cot  A*  ri  fl#  2  7F  ß  f  (a) 


h2+X‘ 


-2  hh 


1  -  e 


-2  hh  -4/AÂ 

i  +  «  -2lhh  df  cc2  e  d2f 

+  5r- - “a(“6  ^+— -d^  +  etc-) 


1  —  £ 


/ 


05  CotAtfTTflfo;  5T  1  +  <  ,  .  df  xi  dz / 

(/W+«J-  +  -r  TT  +  etc.) 


/ja  -4  * 


2  h  -2hh  w 

1  — 


cfo  2  daz 


.  -^AA  ,  ,  4 „  -4/AÂ  .  , 

9T  Î  +  *  ,  .  -2lhh  df  a2e  d2f 

— . - -  (/(«)  +  ««  —  + - —  ■+■  etc.) 

h  -2hh  da  1 .2  da2. 


1  ■ — e 


vel 


/_  ,  ,  -2/AÅ 

xCothxHdx _ ?r(n-ß  ) 


hz  -f-** 


-2lhh 


-2Îhh 

/  (ft  +■  «  ß  )  —  PJ  («) 


1  — >e 


J 


00 


“2/A4 

Cot  hx  Kdx  TT  i+ß  r  ^  v  -  2]hh ^ 

— - - =  —  . - —7  [/(«+«)  —  / (a -faß  )] 

h2-jr X*  h  -2/Aä  '  '  v 


<0 


1 


-2/AÅ 

e 


262 


Eodem  omnino  modo ,  quo  ad  lias  formulas  pervenimus ,  per 
formulas  (1 5) ,  (  1 4)  et  (2)  invenietur 


f 


Àx 

05  X  tang  —  H  dx 
2 


f 


X 


h 2  -f-  X‘ 


ÅX 

tang  —  K  dx 
2 


/  -AÅ  ,  , 

.  .  <7T  (1 — e  )  -2/AÅ 

#  /(a)  — - —  f(a-k-xe  ) 


-AÅ 


1  -h  £ 


-  AÅ 

TT  1  — e  -2lkh  .  _ 

— . - —  [/(«*4-«*  )—  /(<*-!-#)] 

J  •+•  « 


« 


/ 


atque  per  formulas  (i5)  et  (16) 

-A  h 

00  *CosecA*#i*  2  7ie 


hz  -f- 


-  2A h 


r  r  ,  ”2/A h 

f  (a -{•a  e  ) 


1  — e 


f 


-A  h 


Cosec  A xKdx  27T  e  .  -ülkh 

- - =  — -  • - 7  I  /  (a-fcct)  — f(a-\-xe  )  J 

hz  +*2  h  -khLJyjJK 


1 — « 


« 


ubi  monendum  praeterea  occurrit,  A  in  his  semper  numerum 
designare  quemcunque  positivum  nihilo  majorem  et  /  numerum 
integrum  positivum  itidem  et  nihilo  majorem* 


§.  ii. 

Ut  diversas,  quæ  a  (r) ,  ( d )  et  (e)  derivari  possunt,  formu¬ 
las  examinemus  exempli  primi  causa  statuamus 
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quo  fit 


til  - }  - 1  in 

H  zu  2  (Cos  l  Ax)  .  Cos  ml  Ax 


<«-4-i  ^  m 

K  zzz  2  (Cos  /Ax)  .  Sin  mlAx , 


His  yaloribus  in  formulis  (e),  (d)  et  (?)  substitutis  obtinetur 


y 


tu 


X  Cot  Ax  (Cos  lAx)  Cos  m/Ax  .  dx 


X' 


-2  A  h  -zlAh 

ff  i+«  1 4-  e  w 

( - - - ) 


7? 


2  -2AÅ 

i  — e 


<«4-i 


.  .  .  .  (17) 


/ 


CO 


Cot  Ax  (Cos  l Ax)  Sin  nilAx  .  dx 
h2,  -4  X2 


-2  Ah  -zlAh 

it  l+e  .i-\-e  m 

7h  •  — -Kh [1  “(— ä — )  1 

1 — e 


/ 


OB 


Ax  m 

X  tang  —  (Cos  lAx )  Cos  ml  Ax  .  dx 

2 


7T 


7«4-l 


h2,  -H  X' 


-Ah  -  2! Ah 

57  1  - «  1+«  til 

( - - ) 


1 4-5 


-Ah 


•  •  • 


0») 


2 


2 
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r* 


*x  ,  Ml  , 

tang  —  (Cos  Ihx)  Sin  mlhx .  dx 
2 


A 2  -+- 


-A  A  -2/AA 

7t  1  —  e  1 4-  e  tn 

Tk-~ — )  "»I 

1  -f*e 


/ 


CO 


»1 


X  Cosec  A#  (Cos  /Aät)  Cos  mlKx  .  d# 

A2  -)-  *2 


-AA  -2 /A  A 

7t .  e  1  4-  ß  in 

— ) 


-2  A  A 


ï 


.  ;  .  (19) 


/ 


CO 


m 


Cosec  A#  (Cos  /A#)  Sin  «2  /A  # .  dx 


X A 


-A  A 


7T  « 

•  "" 


A  -2AA 

1  -  « 


-2 /A  A 

1  -4-  g  tn 

[»-(— - )  ] 


Differentientur  jam  formulae  (17)5  (18)  et  (19)  respectu  ipsi¬ 
us  f»9  et  fiat  post  differentiationem  «  ss  0;  obtinebitur  adeo 


f 


00 


a:  Cot  A*  log  (Cos  /A#)  ^ 
A2  -f-  X 2 

-«A  A 


TT  1  *4-  0 
•  “™" 

2 

1 - £ 


-2/AA 

1  -4-  g  57 

-—7  log  (~ — - )  H - log.  3 

-2 AA  2  2 
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/ 


?\»oc 

05  *tang  —  log  (Cos/A*)  dx 
2 


hz  -f*  xz 


-Ah 


7S  i  — e 

““  • 

2 


-Ah 

i-f»g 


!og( 


i  -\-e 


-2ÏA  h 


\  -  **  i 

•) - l0g  '•  2 

2 


/„  _  _  _  ,  .  .  -Ah  -2} Ah 

w  X  Cosec  Ax  log  (Cos  lAx)  dx  7t .  e  i  -f  e 

- ^-r - =— ~h1o^~ - > 


X-  8 


§.  12. 

Sit  exempli  secundi  causa 


m 


/(o)  =  o  ,  «  =  +  i,  *s=  —  i  , 


unde  fit 


w-4-*  1  nt  ni  7t  , 

—  “  (Sin  /Ajc)  Cos  ( -  —  m  l  A  x)  , 

2 


H  =  2 


_  _  ÎH-j-1  ,  7«  >/2  9T 

#  =  —  2  (Sin  lAx)  Sin  ( -  —  mlAx)  ', 

z 

hisque  valoribus  substitutis  ex  formulis  (r),  ( d )  et  (e)  obtinebitur 

f  _ _ 

A*  4-  x1  1 

•  (a») 


x  Cot  Ax  (Sin  ÎAx )  Cos  ( - m/Ax)  .  dx 

2 


-2AÅ  -2/AÅ 

77  1-1-0  1— e  fff  77 

- J*  ( - ) - 

2  -2AÄ  v  2  »i-j-1 


i  —  e 


'  a 

O** 


Ar**.J*> - 


w*— ?**•* 
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/ 


CO 


m  ni7t 

Cot  Ax  (Sin/A#)  Sin  ( —  **—  w;/Ax) .  dx 

2 


f 


CO 


Å2  -h  X: 


-2A  h  -2/AÅ 

2L  I ±1 _  )”‘ 

2  h  *  —  2  AÄ  V  2 

1 - « 


Ax  «I  fMTT 

x  tang  —  (Sin  /Ax)  Cos  ( - w/Ax)  .  dx 


h2  -f-xJ 


»»*+*  I 


-AÅ  -2/AÅ 
7T  1 — -e  1 — e  7H 

2  *  -AÅ  2  ) 

i-H 


/ 


03  tang  —  iSin  /Ax)  Sin  ( - w/Ax) .  </x 

2  2 


-AÅ  -2/AÅ 

5T  1 — «  1  — e 

2Ä*  -AÂ  ’  2 

l-he 


HI  _  ,f«C7 


J 60  X  Cosec  Ax  (Sin  /Ax)  Cos  ( - mA/x)  .  dx 


hz  -|-  X2 


-AÄ  -2/AÅ 

TT .  e  1  —  0  m 
( — - — ) 


-2  Ah 


1  —  e 
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.  m  W7T 

Cosec  A#  (Sin  /Art)  Sin  ( - —  mlXx) .  dx 


7t 

I 


i~e 


h2,  -f-  xz 

-A  h  -nlxh 

g  1  -  «  WJ 

-2AÄ  2 


Si  differentientur  formulae  (ao),  (21)  et  (22)  respectu  ipsius 
et  post  diffentiationem  fiat  m  =  0,  obtinebitur 

r  *  X  Cot  Ax  log  (Sin  tXx) .  dx  7t 

/  - - - =  — -  log .  2 

o  hz  -4-  xz  2 


-2A  h 

7t  1  +0 

+  . - — 

2  -aA  h 

1 — e 


-a/A& 

„  1 — c 

log  ( - - - , 


Xx 

X  tang  —  log  (Sin  IXx) .  dx  7 r 

2  = - log  .  2 

0  an>  •  ■  2 


Åa  •+■  AT2 


-AA 


-  2/AÅ 


7T  1  —  e 

2 


1  -f-g 


-A  h 


log  (- 


1  —  e 


0 


/  Æ  X  Cosec  Xx  log  (Sin  /Ax)  dx  _  n  .  e 

O  ^  Å2  -i“  X2, 


-X  h 


-nlXfi 


-  log  (LJ- 
-2A h  6  V  2 


1  —  e 


m 


tum  vero  ex  his  tribus  et  iis,  quas  in  paragraphe  adtecedenti 
dedimus,  sequentes  subtrahendo  facile  elicientur 
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/°°  X  Cot  Ax  log  (Cot  /Ax)  dx  _  7T 

L  2  I  ..2  '  _ 


hz  -f-  X2 


-2ÄÄ  -52/AÂ 

7T  i-W  .  ,i+# 

2  -2  Kh  °§  ^  -2/A^ 

i — e  i  -  e 


I 


oo 


Ax 

X  tang  —  log  (tang  /Ax)  ix 
2 

hz  X2 


-AÅ  -2/AÅ 

TT  1 - £  1-4-5 

1  '  -ÄÄ  °8  1  ^7ââ^ 


/ 


oo 


X  Cosec  Ax  log  (Cot  Ax)  dx 
hz  -4-  X2 


i-H 

-A  h 

vt ,  e 

-2A  h 


i°g( 


i — e 
-2lhh 

i  -He 


-2 /A» 


i — « 


$•  1 

Tribuamus  jam  functioni  /  formam  sequentem 


„  ,  na 

f  («>  =  « 

et  faciamus  a  =  o }  oc  i  ;  unde  fit 

»Cos  2/Ax  ^ 

H  r=  2e  .  Cos  (»Sin  2/Ax) 

„  »Cos  2/Ax  .  ,  v 

Ä  =  2  e  .  Sin  («Sm  2/Ax) 

quibus  valoribus  substitutis,  ex  formulis  ( c ),  (d)  et  (*)  obtinebitur 


r- 


_  »Cos2/Ax  ,  v  , 

CotAxfl  .  Cos  («Sin 2/Ax)  arx 


-2AÂ  -a/AÂ 

W  i+«  «g  5T 

•  — —  ‘  «  £  ’  “■ 

2  -2AÅ  2 

i — e 
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f 


»  nCosa/Ax  .  .  . 

Cot  Ax  e  Sin  («  Sin  2/Ax) .  dx 

A 2  4-  xa 


/ 


-2  A  A  -zlAh 

7 r  1+«  «  «* 

TA'— T^Â(e  -*  > 

1  -  « 


„  Ax  «Cos 2/Ax  _  f 

X  tang  —  e  Cos  (»Sm  2/Ax) ,  rfx 


Aa  x 3 


-AA  -2/aA 
■»  7T  1 — ■«  ne 

- . - -  »  « 

2  2  -AA 

*+« 


A*  hCoss/A*  ..  A  . 

/  tang  —  e  .  Sm  («  Sm  2 /Ax)  *  ax 

J o  2 _ _ 

Aa  4-  xa 


-A  A  -2/AÂ 
or  1 — e  »e  n 

7h'  ~Th  (s  ~  e } 

i-4-ß 


/ 


»Cos  2/Ax 

x  Cosec  Ax  e  :  Cos  («  Sin  2/Ax) .  rfx 

Aa  4,  x2 


-aa  -2  a/a 

TT  .  e  ne 


~2A  A 


1  - 6 
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f 


„  _  nCosa/A* 

Cosec  hx  e  .  Sm  ( n  Sin  2lhx) .  dx 

~~  hz  +** 


-AÂ 


57 


I 

fl 


-a/A  h 


-2A  h 


(e  —  e 


\ 

j 


i — e 


unde  etiam  erit 


/œ  _  _ 

tang  —  e  Cos  (n  Sin  a/A*) —  - 


hx  nCos2Ïhx 
2 


tf*  57 

#  2 
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PARS  SECUNDA, 

CONTINENS  INTEGRALIA,  QUORUM  LIMITES 

SUNT  o  ET  7t. 


§.  i4. 


Sit  brevitatis  causa 


Kx\/-\  „  , u*V"i  ,  ,  ,  n  -pxŸ-i. 

Mz2±Ç>(ci-\  an  fb+ße  ) 

,  A*\/-i  nfxx\/-i^  ,  -A#V-*  , 

<ß(a4<ag  ,£4/3«  )  —  (p(a4tf£  ,£4/3«  ) 


N  = 


2  i 


ubi  A  et  (u  numeri  quicunque  integri  positivi  et  nihilo  majores 
sint.  Erit  ergo ,  si  hæ  functiones  secundum  theorema  Taylo- 
rianum  in  series  evolvantur,  ob  formulas,  has  cognitas 


wx\/  - 1 
e  4-  e 


ss  Cos  f»# 


mxsj - 1  ~mx\/ - 1 

g  — •  ß 

2\/-  1 


Sin  im* 


iff« 


.  ,  _  d<Z>  «2CoS2Aa:  d2tp 

<p{a%b)  4. ■  ct  Cos  A*~  4 - 4-  etc. 


da 


1.2 


da- 


d<p  d2<p 

4-  /3  Cos  (åx—~  4-  a/3Cos(A4/u)jc- — 4-  etc. 
do  dadb 


+ 


ßz  Cos  2 px  dz(p 


1 . 2 


do5 


4-  etc. 


4-  etc. 


vrSHT 
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a2  Sin  2A#  rf2® 

iST  sss  cc  Sin  A*  —  4  — - -7—-  -4-  etc. 

rfß  1.2  rfa2  ^ 

«  rf®  „  .  rf2® 

4  /B  Sin  ux  4  a/3Sm(A-fju)  #  — - ■  4  etc. 
db  dado 


-f 


/32Sin2jU#  rf2® 

1.2  db 2 


— J-  etc. 
+  etc. 


Multiplicetur  prior  harum  expressionum  per 
1 — rCos* 


=  1  +  r  Cos  ^4-r3  Cos  2X  4  t 3  Cos  öx  -{-  etc. 


1 — 2rCosx^-r 
posterior  autem  per 
r  Sin  X 

- - —  —  r  Sin  X  4.  r-  Sin  2X  4  r3  Sin  3x  4  etc. 

1 — 2rCos#4ra 

ubi  v  unitate  minor  sit,  et  sumantur  integralia  intra  limites 
X  =  0  et  x  zzz  tz)  fiet  ob  A  et  /u  numeros  integros  et 

/7t  j*S7ï  r7j 

Cos  mx  Cos  nx  .  dx  m  0  ,  J  (Cos  mx )2  dx  =  —  ? 

f;  Sin“*  Sin  ™-ix=o,  j:  (Sin  in*)2  rfx  ==  —  , 

/»77  (i-y  Cos  a;)  M  dx  .  .  or  K  rf®  ?r  a2r2^  rf2® 

- - - ■ — -  ix=77  (p  (a,b)  -f— ar  -—4 - -  4  etc. 

o  i-2f*Cos#4r  2  rf«  2  1.2  rfnx  ^ 

7t  _  IA  dcp  7t  A4«  rf1® 

+  -  /3r  —  +  -  «Ær  —  +  etc. 

2  db  2  dadb 

7 r  ßzr2f*  rf2® 

4  — - - -  4  etc. 

2  1.2  db 2 


— etc* 
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^  rSi  nxiVabf 


y*"  röinj 
s  i-2rC 


7T  ^  dÇ)  7f  flf2»*4^  d20 

32  —  ccT  — —  -f-  — - —  -  -j—  -etc» 

2rCos-(-ra  2  da  2  1.2  da 2 

7T  u  d@  7t  _  A-fu  d2(£> 

H - ßr  — ■  -f-  —  ccßr  — r  +•  etc. 

2  db  2  dado 


7T  ß2rzfx  d2Ç) 
2  1.2  ûfê>a 


etc. 

etc. 


vel,  quod  idem  est 


/7 r  (1 -r  Cos  x)Mdx  7e  7t  * 

'  Vl'o-^ _ =  ~  -f-  —  <p(n+  c6r^tb^ßrf*) 


-2V  Cos 


/7T  rSinariV/ta:  m  .  A  ,  _  a  7t 

- - - — — -  =  -  (pa-+-ur  ,  b-\rßr  ) - 00,6) 

i-2r  Gosx-f-r2  2  2 


Eodem  omnino  modo,  quo  ad  has  formulas  pervenimus, per¬ 
spicuum  est  formulas  ßimiles  multo  generaliores  obtineri  potuis¬ 
se  considerando  functiones  trium  vel  plurium  quantitatum  ut 
<£(o,  b ,  r,  etc.).  Ita  si  designetur  per 


1  Ax\/-  i  1  vx^-  1 

M  =  —  (p(a-\~cce  ,  b  -\r  be  ,  r-f-70  ,  etc.) 

2 

1  -À.vV-l  ,  .  -rxy/-l 

— J-  —  (pÇ a  — f*  osÄ  ,  b  — 1“  /3#  ,  r  *f~  7^  >  etc.) 

2 

1  A*\/-1  „  1  •  1  , 

iV  — ; —  0(a-f-o££  ,  b-\-(3e  ,  c- i- ye  ,  etc.) 

aV-  1 

-  I  -  Xx\/ - 1  -  -  uxy~  1  -  vxÿ-  1  X 

(p(a-\-cce  ,  b~\~@e  ,  r  +7^  ?  etc-) 


2\/-  1 


- - 

VSFr 
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/77  (i  -  r  Cos  x)  Mdx 

- 7; - : — r 

1  -  2r  Cos#  -f~  r ~ 


=  —  +  à-h/Br^,  f  +  yrV,  etc,) - 0(a,  *,efic.) 

2  2 


et 


tt  rSin#  Ah/x 
J'  1  -  2r  Cos  x-%-ri 


TT  À  <U  V  .  #  . 

—  <p(n  +  «r  ,  £-f-/3r  ,  r-f>yr  ,  etc.) - (p[a  >  0,  c,.  etc.); 

2  2 


Si  in  priori  formula  fiat  r  =  0,  prodibit 


7t 

J*  Mdx  zx  77  b}  c  y  etc.) 


quae  si  per  2  dividatur  et  ab  illa  auferatur,  fiet 

Mdx 


r- 


2 r  Cos  x-±-r: 


97  À  jW  V 

»  ^(fl-f-ar-  ,  6  +  ßr  ,  c  -+■  yr  ,  etc.) 


1 


1  -  r- 


Si  autem  secunda  formnla  per  r  dividatur,  obtinebitur 

77  Sin  x  Ndx 
J'  1  -  %r  Cos:v-f-r2 


o 

97 

2r 


. .  00 


.  Å  (A  V  1  97 

,  b-\-[4r  ,  r-f  yr  „  etc.) - ..<p(a,  etc) 

2r k 


Eadem,  quæ  de  formulis  fa)  et  (7>J  antea  observavimus, 
etiam  de  his  valent,  scilicet  eas  non  sine  ulla  circumscriptione 


~'îs'S4-^r 
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posse  adhiberi.  Quo  enim  valeant,  necesse  est,  i:mö  ut  non 
deficiat  theorema  Ta  ylorianUM  ,  2:clo  ut  hoc  theorema  seriem 
convergentem  præbeat,  5:tio  ut  series,  ex  evolutione  functionum 
M  et  N  secundum  Cosinus  vel  sinus  multiplorum  ipsius  x  ortæ, 
pro  omnibus  hujus  quantitatis  valoribus  a  zéro  usque  ad  71  va¬ 
leant,  4:to  ut  r  unitate  major  non  sit. 

Si  differentientur  formulas  (g)  et  (Ä)  respectu  quantitatum 

a ,  c& ,  Vy  vel  aliæ  cujusdam  quantitatis  tn ,  quæ  in  functione  (p 

contineatur,  aliæ  sic  quidem  oriuntur  formulae,  quæ  si  valeant, 

dM 

necesse  est,  possit  -  secundum  theorema  Taylorianum  in 

dm 

seriem  convergentem  evolvi ,  quæ  secundum  Cosinu3  multiplo  - 
dN 

rum ,  et  • — •  in  aliam,  quæ  secundum  sinus  multiplorum  ipsius  a 
dm 

procedat,  et  quae  series  valeant  pro  omnibus  valoribus  ipsius  x 
e  zéro  usque  ad  7 r. 

Si  (p (a ,  è  ,  f ,  etc.)  functio  sit  ipsius  a  solum  et  a  =  A  =  1  , 
ex  (g)  et  (h)  illæ  sic  quidem  obtinentur  formulae,  quas  antea  de¬ 
dit  Poisson  *),  quæ  itaque  ex  generalibus  nostris  casum  tam- 
tummodo  valde  particularem  constituunt. 

ÿ.  i5. 

Ponamus  jam  r  quantitate  infinite  parva  ab  unitate  differ- 

/  g  V  '  f  t 

h 

re ,  ut  sit  v  =3s  1  —  —  5 
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"W  SHT 

ubi  quidem  A  quantitas  fînita  et  positiva  r  f»  autem  infinite  ma¬ 
gna  sit.  Mutentur  etiam  in  formulis  (g)  et  (A)  A,  ^u,  vr  etc.  in 

x  dx 

«lA,  «qu,  mvy  etc.,  functio  Ç)  in  F ,  x  et  dx  in  —  et  — -  His 


m 


ni 


scilicet  mutatis  y  ob  m  infinité  magnum  fit 


m  =  -  p,  N  =  -  Q, 

2  2 


,  dx 

(•-»•*)  — 
m 

x 

i  -  2r  Cos  — 
m 


2  A  dx 
hz+x*  * 


AT  flfc 
2f  Sin  —  .  — 
m  m 

x 

1-2  y  Cos  —  ■+■  r 

ni 


2xdx 


Z. 


A2  x 


Z  T 


mh  h  km  -  A  h  mu  -  uh  mv  -  vh 

v  =:  (1 - )  n:  e  ,  r  =r:  t  ,  r  =  e  ,  etc.. 

7» 


quibus  substitutis,  ob  limites  integralis  x  =r  0=  et  x  n:  m  7r  nr  ec 
obtinebitur 


Z*00’  /Vx  tt  -A A  _  - fxh  -  vA 

J  L  *  .  ~  “  *7  «e  ,  A-h/sr  ,  r-f-7*  ,  etc.)' 


0  A2  -H*2 
Qdx 


» 


•>  Â2-f-* 


-  AA  -  jUÂ  -  J'Â 

-  =  TT  F(a -freie’  ,,  r  ,,  etc.)) 


—  #  F(a  4*  A,,  r,  etc.); 
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Hæ  duæ  formulae  eædem  sunt  ac  (0)  et  (5),  quæ  itaque  ex 
fe)  et  W  sponte  quasi  fluunt« 

§.16. 

Statuamus  Jam  exempli  causa 

m  n 

Ç (a,  b ,  etc.)  a  •  b  t  etc. 

Sequitur  ex  iis,  quæ  in  paragrapho  5.  colligi  possunt,  fore 

m  +  » -H  etc.  Kxm  tcxw  wA4- n^u -f- etc. 

Mss  2  (Cos — )  (Cos--—)  .etc.  Cost - )x 

2  2  2 

I 

»i4“w"f"etc.  _  Axw  /ux«  fwA -4- w// +  etc. 

N=z2  (Cos—)  (Cos—)  .etc.  Sin  ( - )x 

2  »  2 

quibus  substitutis  ,  ex  formulis  (g)  et  (b)  obtinebitur 


/. 


•7t  ,  _  Ax»»  _  /ux»  _  »»A-f-  Wjuetc. 

(Cos — )  (Cos—)  .  etc.  Cos( - )  x  .  dx 

2  2  2 

1  -  2r  Cos  x  -t -  r2 


*  (i±lV-(— )°.etc 


.  .  .  (25) 


i  -  rz  2 


/ 


7 r  Axw  /wx  »  wjA  -4-  mu  -4-  etc.. 

"  (Cos — )  (Cos — )  .  etc.  Sin( - )xSmx.  dx 

22  2 

i  -  2r  Cos  x  4-  r2 


A  (x 

7t  1  -4-  r  v  m  1  +  f  n 

—  ( - )  .( - )  .  etc. — 

2r  2  2 


7T 


i+w-f-M-J-etc. 

.  2 


.(O) 
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Sic  eï  g.  si  a,  et  qui  sequuntur  exponentes,  nihilo  æquales 
sumantur,  erit 


7 r  .  A x.m  _  1T1ÅX 

y"»  (Cos  — )  Cos -  dx 

2  2 

o  —  ■  -  - 

i  -  2r  Cosa;  r 2 


1  -  r 


*  c^T-) 


m 


7 r  A*  m  tnhx 

n  (Cos  — )  Sin -  dx  .  A  ... 

j  2  2  7T  1  -j-  r 


1  -  2r  Cos  #  r; 


2f  ^  2  ^ 


7T 


r,  2 


Wi-f*  1 


Differentieiur  jam  prima  harum  formularum  respectu  ipsius 

!  > 

m  et  fiat  post  differentiationein  m  =  05  obtinebitur  adeo 


Aa; 
os  — 
2 


1  -  2r  Cos* 


)  dx 

_|_  r2 


7 r 


1  -r2 


'<.  11 .  i  tup' 

•  (25) 


in  qua  formula  si  fiat  A  =  1,  ea  prodit,  quam  loco  ante  cita¬ 
to  primus  Poisson  dedit.  Si  autem  secunda  etiam  formula  po¬ 
sito  m  variabili  differentietur,  et  post  differentiationein  fiat  m  0, 
obtinebitur 


A*  r 

—  Sin  X  .  dx 
2 

1  -  2r  Cosa:  -j-  r 


7T 


—  log  (1  +rA). 
2r 


Quo  hæc  formula  valeat,  necesse  est,  ut  factor  — ,  quem 

2 

differentiatio  suppeditavit,  in  seriem  possit  evolvi  convergentem, 
qtiæ  secundum  sinus  multiplorum  ipsius  A*  procedat,  et  ut  hæc 
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series  valeat  pro  omnibus  yaloribus  ipsius  x  a  zéro  usque  ad  7t- 
Ex  paragrapho  autem  secunda  perspicuum  est,  hanc  seriem  non 

t  ,  I  r  7t 

valere  pro  valoribus  ipsius  x  majoribus  quam  — .  Cum  igitur 

»  J  A 

—  non  minor  quam  7t  esse  debeat  et  A  numerus  integer  positi— 
A 

vus,  sit,  necesse  est,  A  =  1 ,  quo  y^re  substituto  prodibit 

/1  7t  x  Sin  x .  dx  7t  , 

- - - -j—  —  -  log  (1  -f  r) , 

0  1  -  2r  Coax  -f-  rz  r 

quam  ipsam  formulam  antea  dedit  Poisson*).  Praeterea  obser¬ 
vandum  est  semper,  cum  differentiatio  tales  factores  ut  Xx ,  vel 
/Jix  suppeditet,  statuendas  esse  A  et  p  unitati  aequales»  Sumatur 
ergo  in  formulis  (20)  et  (24)  A  =  /u  =  1  ,  unde  fiet 


/. 


7?  ,  x  mA~n  ni  +  « 

(Cos  — )  .  Cos  ( - )  x  .  dx  , 

2  2  ___  7T  1  +  r‘  m  q-  n 

i  -  2r  Cos.  x  -j-  rz  1 — r2  2 


/. 


7t  ■  ,x  m  n  m  4-  » 

(Cos—)  Sin  ( - — )xSmxdx 

'2  2, 


a  -  2rCos#4-r: 


71  ^1-rf-rlw+fl 


7t 


2  r  2 


m  -J-  n  -f“  i 

r.  -2 


Si  hæ  formulæ  respectu  ipsius  w,  et  quæ  sic  quidem  per 
difTerentialionem  ortæ  sint,  iterum  respectu  ipsius  n  differentien- 
tur ,  atque  post  differentiationes  fiant  m  et  n  0,  obtinebitur 


/ 


7?  X  X 

[(log  Cos— )2  —  — ' *]  dx 

•  2  4 

i-a  r  Cosx  -4-  rz 


7T 


1  -  r- 


o°g  (— n* 
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(  71  x  log  (Cos—)  Sin  X  dx 

C  ^  _ _ _ _  — — • 


,,  ,  a  =  ~  [log  (l+f)] 

1- 2r  Cos* +ri 2  2r 


5-  *7- 

Consideremus  jam  casum,  quo  sit 

,  —  rT*"T 

/  ,  *  m  ,« 

<£\a>  0,  etcj  a  ,  £>  .  etc. 

ö  r:  i  =  etc.  s  +  i,  a  =  l3  =  etc.  :zz  —  i.  - 

His  scilicet  positis  fiet 

»j+K-f-etc.  A# »i  ;;z7r-»;A^-Hn7r-«uA;-f-etc. 

M-s  (Sin — )  (Sin — )  etc.  Cos - 

3  2  2 

»72—J— w-4 -etc.  Ax  w  fxx  n  #  m7r-mAx-f-w7r-wu5c4- etc. 

N—~  2  _  (Sin — )  (Sin — )  etc.  Sin - 

2  X  2  2 


ideoque  ob  formulas  (gj  et  (h) 

77  J.  A x  wz  '  fix  n  ni7(-  wzAx  -+-«7r  -7z//x-f-  etc. 


/-*  />  ✓  V.V  f/Jr  lb 

[  (Sin — )  (Sin — )  etc.  Cos 

./  _  2  2 


ix 


i  -  2r  Cosx  +  r 


A  /X 

TT  i  -  r  «2  i  -  r  « 

( - )  .  ( - )  .  etc. 


i  -  r 


7 7  _  AX  772  [XXII  .  M27r-W/AX-f*TZ7r-tt|UX-4-etC. 


/i  />  _  I«  f b 

(Sin — )  (Sin — )  etc.  Sin 
2  2 


Sin*  dx\ 


1-2 r  Cosx 


A  « 

7T  1-7'  772  1  -  7'  72 

- (- - )  ( - )  ,  etc.  4- 

ir  2  2 


1  4 -W  +  8  +  etc. 
r .  2 


/ 


cfegjjfe 
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v/ 


* 

Sic  e.  g. ;  si  et  qui  sequuntur  exponentes,  nihilo  æqua- 
les  sint,  erit  ex  his  formulis 


/-  W  A  AT  M  _ 

(Sin  — )  Cos 

o  2 


mit  -  mXx 


dx 


1-2 r  Cos  #  -+•  r2 


-A 

9?  1  -  r  w 


1  -  r2 


it  Xx  m  mit-mXx 


*  C- 


(Sin — )  Sin 

n  2 


1  -  sr  Cosa;  -fi-  ra 


Sin  a;  .  a?a;  A 

_  it  1  -r  y» _ 


2T  2 


7K  -J*  1 


r.2 


quarum  formularum  si  illa  differentietur  respectu  ipsius  111  et 
post  differentiationem  fiat  m  =  0,  obtinebitur 


f 


it  •  Ax 

log  (Sin  — )  dx 

0  o. ' 

2- 

-  -  •> - —  - 

tl' 


‘  1  -  2r  Cos  X  -fi—  v 2  1  -  r 

atque  si  formula  (s?J  ab  hac  auferatur 


1  -  r 

log  (—— ) 


/It  f\Su 

log  (tang  — )  dx  A 

2'  w  1  -r 

'  - - — - - ~  - — -  log  ( - -) 

i-2f  Cos  X  -fi-r  4  1  -  r-  X 

1  fi  r 


Xx 


(b  18. 


Sit  jam 


m  n 

Ç(g,  b)  =s=  a  .  b 


a  oc 


~i~  1  >  $  — 


56 


2  82'- 


~^sr'-ÿMr 


7  î  2 


Bi»  scilicet  positis  erit 

•îj  » 

m  -+-  m  Xx  m>  fAX  n:  mXx  -+-  nux  -  mr 

M  =:  2  (Cos—)  (Sin—-')  Cos - L_ JL  1  i 


.  i il  *■.)  ,  r  !?.  .  !>  o  '  1' 


2 


Ar. 

N  £=:  2 


A X  m •  ju*  ir  tztt 

(Cos  -)  (Sin  — )  Sin  — - - - 

2  2  '  2 


•  V» 

? 


Idèoque-  ob;  formulas  (g)  et  ("A) 

7t  A#  wj  t  fxx  n 


y>  /i  ,  u.*  ib  THXX^-Jt“  11  lAX  -  1l7t  „ 

(Cos—)  Sin—)  Cos - — - - 

a  2  2  2 


i  -  2r  Cos  X  •+*  r2 

A  (Jt 

7i *  -f-  r  NWi  /r  —  r  n 

~  _  rz  '  2  )  '  J  ^ 


A#  «i  /2#  «  mXx  +  n/AX  -  717? 

\  /c!„  \  c.„  - - Sin  ^ 


r  TT-  AXW'  px  «  s 
/  (Cos  — )  (Sin  — )  Sm. 

«/  n  2  2 


L-  2r  Cos  #  +  ra 


.n  ;  3  v 


A  i« 

TT  l  -4*  r  î»  1  - r  ^3  7T 

2 r  ^  2  '  ^  2^  ^  «i*f-n  -}-  t 

r.  2 


§*  J9- 

Consideremus  in  hoc  paragraphe  formulas  quasdam ,  quæ 
ex:  (25)  et  (s?4)  derivari  possunt,-  si  per  dm  vel  dn  multiplicen¬ 
tur  et  integralia:  extendantur  a  zéro  usque  ad  ce  \  scilicet  per 
regulas  cognitas  est». 
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wsht 


y->  tn  xym  mx 

(Cos  — )  Cos  ( — ■  -f-  A)  dm  = 
a  2  2 


at.  m 


(Cos  -)  Ï4  Iog  (Cos  ~)  Cos(~  -I -  A) 2  x  Sin  (~  +  ^)] 


fliX 

2 


mx 

2 


X . 


—  4  Cos  ^  Hog  (Cos— )  ■ —  2  a;  Sin  ^ 

2 


■X2  •+-  4 log2  (Cos—) 

-2 


/m  try  X  Jn  ,mX 

(C°s  —  )  Sin  ( —  -fr-  A)  dm  = 


X  m  X  mx  _  mx 

(Cos—)  [4  log  (Cos  —  )  Sin  ( - f-  A)  —  2A;  Cos  ( - f-  A]\ 


X 

—  4  Sin  A  log  (Cos  — )  -f~  2 at  Cos  A 

2 


X 


X2  -+•  4  log1  (Cos  — ) 

2 


/. 


1  Hr  r  m 

a  -  ( - ) 

m  ,  2 

( - )  dw;  = - - - 

2  log  2  —  log  (1  f  rj 


ubi  ^  quantitas  quæcunque  sit,  quæ  ab  m  prorsus  non  pen- 
deat.  Jam  fiat  in  formulis  (20)  et  (24)  A  =  1 ,  atque  multipli¬ 
centur  hæ  per  dm  et  sumantur  integralia  a  m  =  0  usque  ad 
tn  =  xj  obtinebitur  adeo 


284 


{  *  (Cos  if)"  [2  Cos  =£  log  (Cos  f)  +  *  Sin  ^fj  ’dr 
J  ,  2  L  2  2  2 


X 


(1  -  2r  Cos  X  4  f** 2)  [a;2  4*  4  log  (Cos  — )3 

2 


s(i-r2)  log 


t* 

1-4-  r  W  _ 

( - )  4-  Ä 


2 


i  +  y 

f  71  (Cos  ^)”  [2  Sin  ^  log  (Cos  -)  —  X  Cos  — ]  Sin  x  dx 

«Jr,  2  2 


2 


(1  -  2 r  Cos  a;  +  r2)  [*2  -1-  4  log2  (Cos  — )  ] 

2 


9? 


7t 


4r  log 


_  4.  _ 

2  V  2  '  4  «2-4-2 


4  £' 


1  -h  r 

ubi  R  et  R'  yalores  sunt  integralium 

(m  -4-  »)  # 


r,  2  log  2 


/»  7T  „  xm  _  u*  ra 

(Cos—)  (Cos—) 

«  2  2 


2  Cos  1- — : — ----  log  (Cos—) 
2.  2 


-j-  #  Sin 


(in  -f-  n)jc 


(1  -  2f  Cos  #  +  y2)  [*2  4  4  log2  (Cos  — )] 

2 


/-  7T  At*. 

(Cos—)  (Cos — ) 

2  2 


W2  -+•  «  X 

2  Sin  ( - -)  X  log  (Cos  — ) 

/jtx  n  ■  2  2 


Sin  X  dx 


—  X  Cos 


(m  -4-  «)  x 


AT 


(1  -  2/  Cos  X  4  v*)  [xZ  4  41og2  (Cos  —  )] 


TV'Nf^^P  2.B5 


JailTat 


qui  obtinent  posfto  m  =a  oo.  Ut  eos  igitur  inyeniamus;  facia- 


.  .24 


mus  mx  zz  u  yel  x "zz  —  ;  unde  lit  ob  m  infinite  magnum 

m  ..  ;.)■  !  D 

CJ  '  1  '  / 


Xsm  ,n  «  x»  ,  »2  .« 

(C0*“)  =(Co$™)  =(l-tg^) 


2m 


f  I:  -Jr  if 


«jr»  _ 

(Cos  — )  =  i  ;  Sin  *  =5  — - ,  Cos  #  S=  i, 
2  .  222 


«'*  242  Ms 

log  (Cos  -  )  ==  log  (Cos  — )  =  log  (l  ;  =  -  —  , 
-  2  2m  8222 2  «222 


(m  «4-  n)x  u  nu  u  (m  +  n)x  n 

Cos - —  Cos ( - 1 - )  =  Cos—,  Sm - —  =  Sin-» 

2  2  22/2  2  2  s-j 


Cum  limites  integralium  jam  sint  n  ==  0  et  24  rr  2227 r  =  00  ,  erit 


R  = 


;/ 


00 


u 

Sm  —  an 


u 


(t-ry 

quibus  yaloribus  substitutis  fit 


- ,  R' 

2(1  -rz)z 


z  0 . 


/ 


w  ,  iuxv74  _  nux  ,  x  n\xx 

(Cos-—)  [2  Cos-—  log  (Cos  —  )  4-  x  Sm - J  dx 

2  2  2  2. 


x 


(i-2rCos x-\-vz)  [*2  -+•  4  log2  (Cos  —  )] 

2 


7 r 


T  ^ 

1  +  r  sn 

(— — )  + 


7T 


2(l  -  2-2)  log 


2  (1  -  r)2 


1  *4—  t 


.  (2  6) 


/. 


rf  ’ 

»  (Cos  f)"'  fi  Sin  lüg  (Cos  *)  -  *  Cos  Sin  *  dX 


fin'  ,n<* 


j  .  ;  ;  '  .  »4 

(i-2rCosx  4"  r* 2)  JV2  4*  4 log2  (Cos  —  )] 


V.n 


^..(27) 


—  7F  [  1 4-  r  n 

~ - ( — —  )  4- 


»  —  (. 

;  57 


log 


«4-2 

r .  2  log  .  2 

SK  '  f:‘  •  r  I 


14-  r 

Si  in  his  formulis  ponatu  n  =  0,  illæ  sic  quidem]  oriuntur 

formulae,  quas  Poisson  loco  ante  citato  *)  primus  oonsideravit. 

' 

Si  autem  in  formula  (27)  sumatur  fj.  zzz  1,  atque  liæc  deinde 
multiplicetur  per  dn  et  integretur  a  n  0  usque  ad  n  =  ao  , 
obtinebitur 


/ 


7S 


X 


X  Sin  X  log  (Cos  — )  dx 

T  2 


X 


(1  -  2r  Cos  X  4*  ?2)  4“  ^  l°g2  (Cos  — )] 

2 


7T 


57. 


32 r  (log  .  2)3 

ubi  5  valor  est  integralis 


^2 


+ 1  rf 


32»-  (log  — - - )" 

1  4-  r 


7t  .  _  at  n 


r  (cos_ 

C_o  2 


72  AT  ^ 

a;2  Sin  —  —  4  log2  (Cos  — ) 
~  2  2 


4^  Cos  —  log  (Cos  —  ) 
2  2 


Sin  X  obc 


f  yç 

(1  -  2r  Cos  #  4-  r2)  [xz  -f~  4  log2  (Cos  —  )12 

2  , 
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qui  obtinet  posito  «  =  00 ,  Ut  hunc  igitur  inveniamus,  fiat 

'Ufa  JuUifL 


u 


x  ns  —  j  qua  facta  substilutione,  ob  n  infinite  magnum  et  limi- 

.  "  „  ,  • 
tes  mtegralis  u  3  o  et  »  sï-wtt  ss  o©>  ent 

”  -  -|>  :  ; 


=  — / 

(i  -  r  )~  J  o 


CO 


U 

Sin  —  du 


u 


un  Je  obtinebitur 


h 


7T 


2  (a  -  r)' 


'  T.  tu 


f- 


X 

X  log  (Cos  — )  Sin  X  dx 
2 


X 


(i  -  2v  Cos  v  +  r2)  [aça  -f-  4  log2  Co3  —  )]* 

% 


7T 


7t 


7 r 


32r  (log  .  2) 2 


32r  (log 


1  4-  r 


y 


8(1  -  ry 


veî  si  X  mutetur  in  2x  et  limites  infegralis  in  0  et  £7 1 

X  Sin  2x  log  (Cos  x)  dx 


/ 


(1  -  2r  Cos  x-{-  r2)  [x2  -f-  log2  (Cos  a;)]! 

TT  7t  7f 


8r(log2): 


8  r  (log 


1  -+-  *• 


)■ 


2  (1  -r)2 


•  .  *  •  •  (28) 


Posito  r  =3  — ■  i,  ex:  bac  formula  erit 

/±7t  x  tang  x  log  (Cos  x)  dx  7 r  1 

[x2  -J-  log 2  (Cosa;)]2  4  ^  (log .  2): 


J 


Si  formula  (28)  in  seriem,  quæ  secundum  potestates  ipsius  r 


t  - 1 
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procedat,  evolvatur  et  termini  eadera^  potestate  affecti  inter:  se 

is,  <(*'1X1  vid .  r?t  u»  -a  1  * 

comparentur,  obHnobitui  ■_  ,  . 

; 

Iff  x  Sin  2 nx  log  (Cos  x)  dx  nff  ,  Tt  ..  ■ 

* - 5_L, _ L _ n.  ■  a 

[a;2  -f-  log2  (Cos  #)] 2  2  H  » 


/ 


ubi  quidem  sit 

•  -  •  •  ""2 

_ -;i>  -  ^ 

[log  2  -  log  (1  +r)]: 


cogniti.  Ita  e.  g.  erit 


(Iog2); 


;•  .  1 

b'  •  ‘  1 

1  _ 

T 

-  rr,  .Z 

C 

1  ( 

-■»  _  r 

4  A 

; 

Hh 

4,, 

r  4- 

"■J-  etc. , 

(tP-der 

jljdo  r>b  .f 

'2r 

4, , 

etc. 

semper 

numeri  sint 

(- 

p  :  !  y; 

C5 

w-\ 

w 


P^ff  x  Sin  2x  log  (Cos  #)  dx  ïr\  "  ff  ■  1' 

J  [x2  4~  l°ë2  (^os  *)] z  3  4  (log  2)3 


.  r?ff  x  Sin  4x  log  (Cos  x)  dx  (  %  y?  log  2) 


y 


[x2  -j-log2  (Cos  x)]'z 


ff 


8  (log  2)4 


K 


\ 


iii.  .  )ir '  eoiiiTÜ  :  »  r  r.ufcîTM  *  li 

•  ».  ;  v.  ar»  )  301  *te  ■  10  t.  «x  ^ 

i  C(  JU  c7.1  ;  i.  .  /J  'iSi  -  1  1  \ 

■  -  ’  o  J  ~  *  4  O 

•5T  'T? _ 

v  i  r  s(u§oi)\a 

- TJÛ .O, 

1  "f"  1' 


'  »  ' ' o ' T 
1 


-  J 


Ai»  i 


«a  1  '  ■  'T 

'!  V  :ll  •  ‘  'V;r- 

r '  \ 

v Jttf 


-f  H  :  J 


« 
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NOUVELLES  CONSIDERATIONS  SUR 
LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES 

PAR 

JÖNS  SVANBERG. 

§.  1. 

Bien  que  le  dernier  but  de  toutes  les  recherches,  de  la  géo¬ 
métrie  même  la  plus  transcendante,  soit  toujours  la  détermina¬ 
tion  numérique  des  quantités  dont  il  s’agit  dans  chaque  cas  par¬ 
ticulier,  il  ne  s’en  présente  pas  moins,  dans  les  Mathématiques 
pures,  une  infinité  de  questions,  qui,  tout  bien  considéré,  ne 
sont  que  du  ressort  de  la  Philosophie  des  fonctions  analytiques 
en  général,  et  qui  se  rapportent  plutôt  à  une  théorie  appro¬ 
fondie  des  opérations  mêmes  considérées  de  la  manière  la  plus 
abstraite,  au  moyen  des  quelles  cette  détermination  puisse  être 
réalisée  dans  tous  les  cas,  qu’à  la  valeur  effective,  qui  n’aura 
lieu  que  pour  des  cas  particuliers.  Telle  est  celle  de  la  résolu¬ 
tion  générale  des  équations  algébriques. 

En  effet,  tant  que  nous  n’avons  en  vue  que  la  valeur  numé¬ 
rique  d’une  racine  quelconque,  soit  réelle,  soit  imaginaire,  il 

57 


Jr^ZZSt 


290 


TT 


ne  nous  reste  rien  à  désirer  pour  la  renfermer  dans  un  espace 
de  limites  d’erreurs  aussi  resserrées  qu’on  les  puisse  imaginer  ; 
et,  en  ne  considérant  le  problème  de  la  recherche  de  ces  ra¬ 
cines  que  d’un  point  de  vue  Arithmétique,  on  peut  en  eilet  le 
regarder  comme  absolument  épuisé  par  l’ouvrage  de  Lagranoe 
sur  la  résolution  des  équations  numériques  5  om  rage  qu  on  ne 
sauroit  assez  admirer  pour  les  vues  d’un  génie  sublime  planant 
au-dessus  des  résultats  de  la  plus  profonde  Analyse,  qu’il  a 
toujours  su.  lier  avec  les  nolions  mêmes  les  plus  élémentaires. 
Mais  toute  quantité  pouvant  être  le  résultat  d’une  infinité  de 
fonctions  différentes,  la  connoissance  seule  de  cette  quantité  ne 
sauroit  jamais  nous  éclairer  sur  la  nature  même  de  la  lonction 

i  I  ■  '  i  * 

unique  d’où  elle  dérivera  dans  tous  les  cas*  et  tant  qu’il  nous 
manquera  quelque  chose  à  la  connoissance  absolue  de  ceîlecî, 
tout  ce  que  nous  savons  par  rapport  à  cette  matière,  mérite 
si  peu  le  nom  de  science,  dans  le  sens  le  plus  rigoureux  de  ce 
mot,  qu’en  effet  il  ne  doit  être  regardé,  que  comme  un  amas 
confus  de  donnés,  aux  quels  on  soit  parvenu  par  une  espèce 
de  hasard,  en  tant  qu’il  ne  découle  pas  d’un  principe  unique, 
qui  le  rattache  à  un  système  comprenant  tout ,  et  achevé  dans 
toutes  ses  parties. 

1  ç  * 

Or  cette  unité  de  principes  étant  le  caractère  le  ptfus  es¬ 
sentiel  d’une  science  parfaite ,  et  en  même  temps  la  demande 
la  plus  exigeante  de  l’entendement  humain  lorsqu’  enfin  il  a 
commencé  de  réfléchir  sur  le  fond  de  ses  idées ,  il  en  est  arri- 


Sgi 


*  ■  1  ‘le.  r 


vé,  que,  dès  la  lueur  même  la  plus  foible  de  l’analyse  mo¬ 
derne,  les  géomètres  du  premier  ordre,  qui  ont  fait  le  plus  d’é¬ 
poque  dans  l’histoire  de  la  philosophie  des  fonctions  analytiques, 
n’ont  jamais  cessé  de  s’occuper  de  la  recherche  d’une  méthode 
générale  pour  la  résolution  de  ces  équations.  Enfin  de  tous  les 
essays,  qu’on  a  faits  pour  venir  à  bout  des  difficultés  de  ce 
problème,  il  faut  surtout  distinguer  ceux  d’EüLER  dans  les 
mémoires  de  l’Académie  de  Pétersbourg  pour  1708  et  1764, 
ceux  de  Bézout  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  Royale  pour 
1762  et  1760,  et  ceux  de  Lagrange  dans  le  second  et  le 
troisième  Volume  des  nouveaux  mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  ;  dont  Euler  et  BézouT  n’ayant  fait  que  tacher  de  de¬ 
viner,  comme  par  conjecture,  la  forme  la  plus  générale,  qui 
doit  convenir  à  toute  racine  d’une  équation  quelconque,  La¬ 
grange  entreprit  le  premier  de  considérer  ce  problème  d’un 
point  de  vue  plus  philosophique,  en  tâchant  de  découvrir  le 
principe  universel,  qui,  meme  à  l’insçu  de  la  plupart  de  ceux 
qui  avoient  fourni  cette  carrière,  n’en  avoit  pas  moins  dirigé 
leurs  pas  dans  cette  recherche.  Par  ce  moyen  il  espéra  du 
moins  de  parvenir  à  la  forme  abstraite  d’une  fonction  de  toutes 
les  racines  ;  dont  011  pourroit  déterminer  la  valeur  numérique 
par  la  résolution  seule  d’une  équation  de  dégré  inférieure  à  ce¬ 
lui  de  la  proposée  après  quoi  la  détermination  des  racines  elles 
mêmes,  dont  il  s’agit,  ne  dépendroient  que  de  la  résolution 
d’autant  d’équations  linéaires,  que  nous  en  avons  d’inconnues. 
Mais  en  y  réussissant  pour  les  j  équations  du  troisième  et  du 
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quatrième  degré,  il  ne  laissa  pas  de  remarquer  les  raisons  par¬ 
ticulières ,  qui  en  restreignoient  toute  application  à  celles-ci;  et 
quant  à  une  méthode  générale,  qui  sauroit  également  compren¬ 
dre  toutes  les  équations ,  il  semble  en  effet  douter  de  toute 
possibilité  d’en  obtenir  jamais  une  solution  général,  qui  puisse 
être  représentée  par  des  fonctions,  où  il  n’entre  que  des  radi¬ 
caux,  d’un  ordre,  qui  ne  passeront  jamais  celui  du  dégré  de 
l’équation  dont  il  s’agit. 


Telle  est  l’état  de  doute ,  où  il  me  semble,  que  l’autorité 
de  Lagrange  à  laissé  les  Géomètres  du  tems  écoulé  depuis 

1  «1  > .  ‘  t  * 

1771;  et  en  vérité  il  est  fort  à  craindre,  qu’on  ne  sauroit  évi¬ 
ter  d’encourir  en  quelque  sorte  le  soupçon  d’un  peu  trop  de  té¬ 
mérité,  ou  de  présomption  de  soi  même,  en  s’attaquant  à  un 
problème,  qui  aura  éludé  les  efforts  mêmes  de  ce  grand  géo¬ 
mètre.  Toutefois  l’idée  d’une  fonction  quelconque  étant  don¬ 
née,  celle  d’une  autre,  qui  lui  est  directement  opposée  (et  qui 
par  cette  raison  en  doit  être  censée  la  fonction  négative),  ne 
sauroit  manquer  d’avoir  lieu  en  même  temps;  et  parles  notions 
même,  les  plus  universelles  de  positif  et  négatif,  l’idée  d’une 
involution  quelconque  sera  toujours  accompagnée  de  celle  de 
l’évolution  correspondante,  qui  n’est  que  celle  de  ^involution 
négative.  Encouragé  par  ces  considérations  j’ai  cru  ne  pas  tout 
à  fait  perdre  mes  eflorts,  en  tachant  de  suppléer  en  quelque 
sorte  à  ce  qui  peut  encore  manquer  de  lumière  à  ce  point  de 
la  philosophie  des  Mathématiques,  où  je  commencerai  toujours 


293 

par  l’application  détaillée  du  principe  même  de  LagHANGe  à  la 
résolutions  des  équations  du  second,  du  troisième,  et  du  qua-r 
trième  dégré. 

§.  2. 

Mais  avant  de  procéder  à  traiter  du  problème  en  particu¬ 
lier,  dont  il  s’agit  pour  le  présent,  commençons  par  des  re¬ 
marques  sur  la  nature  des  fonctions,  et  de  leurs  inverses  en  gé¬ 
néral  j  et  désignons  pour  cet  effet  une  fonction  quelconque  de  x 
par  /  (*)  ;  une  semblable  fonction  de  /  (*)  par  /2  (#)  ;  enfin  une 
semblable  de  Jz  (x)  par  y3  (#),  et  ainsi  de  suite  ;  Nous  en  au¬ 
rons  les  équations  suivantes 

/2  (*)  =  /*[/■  (*)]» 

P  (x)  =  /  [/*  (x)]  =  p  [f  (x)]  , 

P  (x)  =  /  [/3  (x)]  =  /*  [/*  (*)]  =  /3  [/  (*)], 

f*  (x)  =/  [/4  (*)]  =y*  [t3  (*)]  =  /3  [/»  (*)]  =/*  [/(*)], 

et  en  continuant  de  la  sorte,  en  général 
n  11—  i  il-  2  r  n  y 

f  (x)  =  f  [/  (*)]  =/’  [/  MJ . =  /  [/  (*)]; 

De  plus  soit  Ç>  (x)  la  fonction  tellement  opposée  à/W, 
que,  soit  qu’on  prenne  la  fonction  <p  de  f  [x),  ou  même  la 
fonction  f  de  (p  (at),  tout  vestige  de  fonction  en  disparoisse,  de 
sorte  qu’a  la  fin  il  n’en  résulte  que  le  premier  donné  lui- même 
x f  c’est  à  dire,  soit 
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Ç  [/  (x)]  =  /  [<p  (*)]  =  X  *) 

il  en  résultera 

u  =  <p  [f  («)]  =  f[(p  («)] 

=  <P2  [f 2  («)]  =  f2  [ç>2  00] 

~  r  ip  («)]  =  p  [?3  00]  ■ 


fj  4 


r  r  r  „  r 

=  <p  [/  (»)]  =  f  [<p  (■')] , 


quelle  que  soit  la  fonction  de  x  représentée  par  u  lui  même 
et  par  conséquent 


t  »  3 


n-r  v  r  _  r  ,  n-r  r  n 

<P  (*)  =  /[<?>  (<p  (X))]  sa  f  [ç>  (*)] 


r-n  „  n  n  r-n 

=  f  [f  OP  (*))]  =  J  (*)> 


*)  Tellement  opposées  l’une  à  Faulre  sont,  la  soustraction  à  l’addi¬ 
tion,  la  division  à  la  multiplication,  l’extraction  des  racines  à  l’é- 
vection,  les  logarithmes  aux  exponentielles,  l’intégration  à  la 
différentiation,  l’évolution  à  Pinvolution  et  ainsi  de  suite;  ce  qui 
enfin  nous  donnera  les  équations  suivantes 

x  =  {x  -+■  a)  — -  a  =  (x  —  a)  -J-  a 


=  —  =  «  (— ) 

fl  a  ' 


Log,  a? 


x 


zzz  Log  .  e  —  e 


=  / W  =  i  [/(*)] 


f 
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.i.  ..  hi  IV 


- 1 t U  J  u 


d’où  enfin  en  faisant  r  =:  «, 

Ç)°  (x)  =  /°  (x)  =  Ç)  [/  (x)]  =  /  [ç  (*)J  »  X, 

et  en  faisant  n  —  r  »  w;, 

:  r' 

«î  ,  v  -  «j  ,  7/2  -7« 

(x)  ==  /  (x),  et  /*  (x)  =  Ç>  (x). 

»  r 

Exemple  1.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  suppo¬ 
sons  la  fonction  /  (x)  ü,x,  nous  en  aurons 

/2  (x)  =  /  [f  (x)]  =  a  .  (a  .  x)  =  na  .  x, 

/3  (x)  =  f  [/2  (x)]  =  a  .{a1  .  x)  ==  a3  .  x, 

/4  (x)  =  /  [/3  (x)]  =  0  .  (a3  .  x)  =  a4  .  x, 

r  r- 1  r-i  r 

f  (x)  =  /  [/  (x)]  =  fl  -  (fl  .  x)  =3  a  .  x, 

et,  par  l’hypothèse  même  que  Ç)  [/  (x)]  =  x, 

GX  X  > 

0  (nx)  —  ,  et  delà  Ç  (x)  , 

«  a 


(■f) 


x 


<r  (*)  =  ?>[?»  (*)]  =  —  =  — , 

fl  fla 


03  (x)  =  <p  [<£)*  (x)]  = 


X 

y 

fl 


X 


d'où  enfin  il  s’ensuivra  qu’en  général 

(— ) 

r- 1 

v  r-i  a 

<P  (x)  =  <P  [  <?  (*■/]  = - 

a 


x 


fl 
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et  par  conséquent,  faisant  l'application  des  équations 

m  .  ,-tn  .  m  ,  .  -m 

Ç  (x)  =  /  (x),  et  /  (*)  =  <p  , 

aux  fonctions  mêmes  dont  il  s’agit  dans  cet  exemple,  nous  en 
aurons  ces  équations  bien  connues 

x  - m  m  x  * 

—  e=a  a  .  x ,  et  a  .  *  = - > 

m  ~m 

a  a 

Exemple  2.  De  même  faisons  f  (x)  z:  a”,  il  en  ré¬ 
sultera. 

.  .  .  n  n  n* 

/*  (*)  =  f  [/  (*)]  =  (*)=*  ; 


fl*  11  B* 

y  (*)  =  (*  )  -  f  if1  (*a  =  *  > 


n 


3  n 


P  (x)  =  f  [p  (*)]  =  (*  )  = 


n 


et  en  général 

r- 1  *• 

y  y- 1  n  n  n 

f  (*)  =  /  [/■  (*)]  =  (*  )  =  *  > 

Enfin  puisque  par  l’hypothèse  même 

/  ns  i  n/  n 

Ç>  {x  )  -s  X  =  x  , 

il  est  évident  que  Ç>  (a:)  sera  zz 
et  par  conséquent 

<pl  (x)  =  <P  [<p  (*)]  \/  ( \ / *)  =  \/ X, 


<P'  (*)  =  <p  DP*  (*)] 


<P'  (*)  =  <p  [<P'  (*)]  -  \/  (l/*)  =1/^* 

et  en  général 

<pr  <*)  o?[/1  (*)]  =5  j/  (]/f  *)  =  l/ *; 

d’où  enfin  il  s’ensuivra,  que  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  les  équa-’ 
tions  générales 

<P  (*)  =  f  r  (*)»  et  fr  (x)  =  <p  r  (x) 
seront  équivalentes  à  celles-ci 


i 


de  sorte  qu’en  faisant  n  s=  m,  il  en  résultera 


i  •  >’ 

■  V  ( 

Ce  que  nous  venons  d’avoir  fait  voir  ainsi  i  dérive  des  ca^ 
tégories  mêmes  les  plus  universelles  de  l’entendement  humain, 
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d’oùil  est  bien  évident,  qu’il  ne  sera  point  limité  à  aucune  e— 
spèce  de  fonctions  particulières,  et  qu’en  considérant  la  chose 
dans  toute  sa  généralité,  il  ne  sera  qu’un  résultat  de  plus,  de 
cette  espèce  de  polarité,  qui  ne  se  fait  pas  moins  remarquer 
dans  nos  idées ,  que  dans  les  principaux  phénomènes  de  la  na- 
ture.  Or  bien  qu’à  la  première  considération  cela  ne  puisse 
pas  paroitre  fertil  en  résultat  de  beaucoup  de  conséquence,  il 
n’en  est  pas  moins  vrai,  que  beaucoup  de  ce  que  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  contient  de  plus  profond  ne  découle  que 
de  cette  source,  comme  on  peut  s’en  convaincre  par  l’usage  des 
exposants  négatives  de  différentiation  remarqué  d’abord  par 
Leibnitz  dans  son  commerce  épistolaire  avec  Jean-Bernoulli  , 
et  poursuivi  ensuite  par  Lagrange  dans  les  mémoires  de  Ber¬ 
lin  pour  1772.  Toutefois  nous  ne  l’avons  rapporté  ici,  que 
pour  développer  le  principe  général  du  problème  de  la  résolu«’ 
tion  des  équations  ,  et  pour  cela  faisons 

j  (x)  =  m; 

nous  en  aurons 

f2-  (x)  =  f  (u)j  P  (x)  =  /2  (m), 
et  en  général 


f r+1  —  /  ,  X 

f  =  f  0  ); 


de  sorte  qu’en  faisant  r  zz  —  1 ,  nous  aurons  efifin 

f°  (*)>  c’est  à  dire  x  =—  f  (u)  ; 
d’où  il  s’ensuit,  que,  lorsqu’il  nous  sera  permis  d’obtenir  la  va- 

y 

leur  de  /  («)  en  fonction  de  r  restant  toujours  indéfini,  if 


na  .  mM 


m 


n’y-aura  qu’à  substituer  -i  au  lieu  de  r,  pour  en  avoir  la  va~ 

<•  v  *  i  '■  )  .  j , 

leur  de  x  qui  convient  à  l’équation  f  (x)  =  u.  Mais  après  tout 
il  faut  regretter,  que  ce  principe,  quoique  en  apparence  si  fer¬ 
til  pour  la  solution  de  tous  les  problèmes  inverses,  soit  de  tous 
le  plus  difficil  de  mettre  en  oeuvre,  de  sorte  qu'en  effet,  si 
tout  autre  nous  manqueroit,  nous  ne  saurions  pas  même  ré¬ 
soudre  les  équations  du  second  degré. 

§•  3. 

Pour  faire  d’autant  mieux  saillir  le  principe,  qui  nous 
guidera  dans  la  recherche,  que  nous  allons  entamer,  commen¬ 
çons  par  en  faire  application  à  la  résolution  d’une  équation  de 
la  forme  la  plus  générale  du  second  dégré;  et  supposons  qu’il 
s’agisse  de  l’équation 

:xz  <—  px  -J-  q  =  o  l  ;  .  (1) 

dont  a  et  b  étant  supposés  de  représenter  les  racines;  Nous  au¬ 
rons  par  la  propriété  connue  des  équations 
O  ■+■  b  =  p  :  .  .  (2.1)  1  .  , 

i  t  \  1  *  •  •  \2/> 

et  *  ah  zz  q  .  .  .  (2.2)  J 

et  l’équation  (1)  elle  même  n’est  qu’un  résultat  de  l’élimination 
de  l’une  quelconque  des  inconnues  a  et  b  par  le  moyen  du  sy¬ 
stème  des  équations  (2),  lequel  donneroit,  en  éliminant  a, 

b2  —  bp  4-  q  =  0 

et  en  éliminant  b, 


—  p.a  -f-  q 


de  sorte  que  pour  représenter  indifféremment  ci  ou  b,  on  a 'Coii- 


tume  Remployer  une  troisième  lettre  x>  qui  devient  ainsi 
un  signe  pour  représenter  une  inconnue  en  général,  dont  pour» 
tant  la  signification  dans  le  cas  actuel  ne  sauroit  comprendre  que 
les  deux  individus  a  et  b,  dont  il  est  fait  mention  dans  le  sy¬ 
stème  des  équations  (2).  Or  ce  qui  a  élevé  le  résultat  de  l’éli¬ 
mination  dont  nous  venons  de  parler  au  second  dégré,  c’est 
que  l’une  des  équations  du  système  (2),  à  sçavoir  (2.2),  n’est 
pas  linéaire;  et,  si  au  lieu  de  celled  il  nous  étoit  toujours  don¬ 
né  d’avoir  une  valeur  de  ur  telle  que 

m.a  -f-  n.b  =  a.  ►  .  .  .  (2.5) 

il  n’y-auroit  point  de  difficulté  d’avoir  celles  de  a  et  b  par  le 
moyen  des  équations  (2.1)  et  (2.3).  En  effet  il-  en  résulteroit 

(n  —  tn).a  =  n.p  —  os  .  *  1  (5.i) 

et  (n  —  ni). b  =  ce  —  m.p  1  .  .  (0.2) 

‘et  pour  avoir  les  valeurs  de  a  et  b  il  ne  nous  restera  plus  qu’à 

faire  voir,  comment  pour  des  valeurs  quelconques  de  m  et  n 
on  peut  tousjours  trouver  celles  ,  qui  conviennent  à  ce.  Or  cela 
se  fera  en  éliminant  a  et  b  par  le  moyen  du  système  des  équa¬ 
tions 

Cl  "f“  ^  *5  P  •  *  ►  (4  •  i-) 

ab  =  q  .  .  .  (4.2), 

et  »i.a  +  w.5  zn  oc  .  »  l  (4.3) 

ee  qu’on  peut  faire  en  multipliant  l’une  par  l’autre  les  équations 
(S.i)  et  (3.2),  d’où  resultera 

(n  — ;  m)z.ab  ses  —  -J-  +  »)  p , cc  -3-  mnp* > 


3oi  -‘'V^ 


et  delà,  en  substituant  au  lieu  de  ab  sa  valeur  q, 

et2  —  (m  4“  »)  ^•«4-wwl7a  4*  (w  —  *»)*•£  =  °  •  •  •  (5) 

Cette  équation  est  celle,  qui  est  le  plus  généralement  con¬ 
nue  aous  le  nom  de  réduite  de  l’équation  (î),  et  ne  sauroit  éyi- 

. 

ter  d’etre  toujours  du  second  degré  ;  de  sorte  que,  vue  l’impos¬ 
sibilité  où  nous  nous  trouvons  d’avoir  les  valeurs  de  a  et  b  sans 
connoitre  préalablement  celle  de  «,  qui  convient  à  un  système 
donné  des  valeurs  de  m  et  »,  nous  ne  saurions  jamais  nous 
faire  un  passage  pour  sortir  de  cette  espèce  de  cercle  magique 
circonscrit  à  notre  liberté  pour  résoudre  le  problème  dont  il 
s’agit,  à  savoir  que,  pour  résoudre  une  équation  du  se-cond 
dégré,  il  faut  toujours  commencer  par  savoir  en  résoudre  au 
moins  quelque  une  de  forme  donné. 


5.  4: 

Au  reste  il  n’auroit  pas  été  difficile  de  prévoir,  même  avant 
d’en  avoir  fait  le  calcul,  que  la  valeur  de  et  ne  sauroit  être  dé¬ 
terminée  que  par  une  équation  du  second  dégré.  En  effet, 
si  l’on  en  veut  avoir  une  définition  conçue  en  termes  de  langue 
vulgaire ,  ce  n’est  que  la  somme  de  m  fois  une  racine  de  l’équa¬ 
tion  (î)  ajoutées  à  n  fois  l’autre,  et  par  conséquent  il  n’y-  a 
rien  qui  détermine  l’une  préférablement  à  l’autre,  ou  celle  de 
m.a  4  n.b,  ou  même  celle  de  M.a  •+•;», à;  d’où  il  s’ensuit  que, 
pour  avoir  une  solution  complète  de  ce  problème,  il  faut  les  a- 
voir  toutes  les  deux  à  la  fois;  de  sorte  qu’en  faisant. 

m.a  -J-  n.b  =  A  .  .  .  <6.i)J  _  _  .  (6)> 

.  2)  J 


et 


n,a  4-  mtb  ss  B 


(6,2) 


t 


■fc^sFr»  3o2  .tfa*qpr 

l’éqvation  (5)  no  sera  autre  que  celled 

y 

«z  —  •+*  B),  oc  -H  AB  zz  q  ,  ,  ♦  (7)  . 

»  '  1  r  •  ,  •  . 

Or  A  B  étant  évidemment  =  (»«  +  n).p} 

et  A  B  zz  mn.(a 2  -4-  bz )  ( m 2  -f-  n2),ab 

=  iti n.(az  •+•  2ab  -f-  ^2)  +■  («a  —  fl«*»  +  tn*).ab 
zzz  mn.p2  +  (n  —  ni)z.q 

’  »J  :  ,  I  ,  .  .  r  :  .  , ,  . 

il  en  résultera  que  l’équation  (7)  est  absolument  la  même  que 
l'équation  (5)  rapportée  ci-dessus. 

}  ;*  f  Î >  O  K  )  ii)  •  -  It’;  I  ;  i  £  ui  tl 

De  plus ,  en  supposant  A  et  B  donnés  par  la  résolution 
de  cette  équation,  et  rappellant  les  équations  (6),  nous  aurons 
m a  .a  mn.  b  s=s  m  .  A , 
et  «2 .  a  -1-  m  n .  b  =r  n  ,  B  , 

par  conséquent 

(m2  -4-  n2),  a  -J-  2 mn.b  zz  m.A  -fr-  11. B ,  ou  même 
(m2  —  211m  4-  n2).a  -±211111  ( a  -f-  b)  =  ni.  A  -f-  n.B , 

c’est  à  dire 

(«  —  m)2  .a  -±  2  mnp  zz  ni  A  u  B  ,  et  delà 
( n  —  m)z  .a  =  m  A  •+■  11 B  —  2mnpi  i  i  ,  (8 . 1) 

enfin  en  procédant  tout  de  même 

J 

( n  —  ni)2 , b  =  n.A  -H  —  2»«ip  :  .  (8.2) 

§.  5. 

Soit  donc  qu’on  préfère  la  détermination  de  a  et  b ,  qui  ré¬ 
sulte  du  système  des  équations  (5),  ou  même  celle  qui  résulte 


J. 


3o3 


Ju  système  des  équations  (8),  il  n’en  est  pas  moins  vrai,  que 
la  solution  de  1  équation  (i)  dépendra  tousjours  de  celle  de  l’é¬ 
quation  (5),  de  sorte  que  pour  venir  à  bout  du  problème  dont 
il  s’agit,  dans  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible,  il  faut 
enfin,  que  dans  tous  les  cas  on  puisse  rendre  à  celled  telle  for¬ 
me,  dont  la  solution  soit  donnée  par  les  principes  mêmes  les 
plus  élémentaires  de  l’Algèbre.  Telle  est  celle  d’une  équation 
ou  il  n’y-a  point  de  second  terme ,  et  pour  en  avoir  une  de 
cette  forme  il  n’y-a  qua  faire  «  =  —  m,  ce  qui  en  effet  nous 
sera  toujours  permis,  rien  ne  limitant  la  liberté  la  plus  absolue 

à  cet  égard,  Or  faisant  cela,  l’equation  (5J  sera  transformé  en 
celled 


a2  —  n*.p*  +  4m2. q  =:  o  ;  . 
d  où  enfin  résultera 

•  *  —  »  * 

A  =*  +  «.VO2  —  4g]  , 

et  B  =  —  n.V[pz  —  4 q]  t 

et  delà  en  vertu  des  équations  (8J 

4m2. a  =  2M* ,p  +  n  (B  —  A), 
4n*.b  »  2n2.p  +  n  (A  —  B), 

ce  qui  donnera  enfin 

*  •  •  t 


a  =  \P  —  ïV[p*  —  4 q]  .  .  .  (lO.l)  1 

b  =  iP  +  iV[p2  —4 q]  .  .  (10.2)  )  :  *  *  ( 10 y 

De  plus,  en  représentant  par 

M-x  4-  AT  =-  o  :  .  .  (vl) 

l’equation,  dont  m  et  n  soient  les  racines,  nous  aurons* 


€■  * 


So4 


tn  -f-  ti  =:  M ,  inn  =  N , 
et  (»  —  m)2  =:  Æf  2  — •  4  i\T , 
d’où  enfin  il  s’ensuivra  qu’après  tout  l’équation  (5)  sera  identic 
quement  la  même  que  celleci 

X 2  —  Mp.x  +  Mpx  -f*  ( M. 2  —  4 N)  £  o  ;  •  !  (ia). 

Outre  les  équations  à  deux  termes,  telles  que 
a2  —  n 2  (pz  —  4 q)  SS  o, 

1  •  i  .  .  ?  ;  v 

il  y  en  a  encore  une  infinité  d’autres,  telles  que 
ccz  —  KPcc  -f-  P2  so, 

où  A  étant  donné  ,  la  solutions  n’en  pourroit  pas  moins  être  con-* 
cedée,  quand  même  celle  d’une  équation  de  la  forme  la  plus  gé- 

i 

nérale  ne  le  seroit  pas.  Or,  pour  voir  si  l’équaton  (îa)  ne 
pourra  pas  dans  tous  les  cas  être  ramenée  à  cette  forme,  faisons 

i'  *  '  .  1  •"  .  i  :  / 

A’ .  [Mp*  +  ( M 2  —  4  NJq]  = 

c’est  à  dire ,  en  ordonnant  cette  équation  par  rapport  aux  puis- 

;  -  . .  ? 

sances  de  M, 

(p3,  —  K2q).Mz  —  A zpz»M  •+■  4A2^.iV’ss  o; 
il  est  bien  évident,  qu’en  effet,  pour  toute  autre  valeur  de  A  que 
celle  de  zéro,  et  tant  quo’n  conservera  à  p  et  q  toute  la  géné¬ 
ralité  de  leurs  valeurs,  la  résolution  de  cette  équation  ne  sera 
pas  accompagnée  de  moins  de  [difficultés,  que  celle  de  la  don¬ 
née  (î),  dont  il  s’agit  en  dernier  lieu;  et  que  par  conséquent, 
il  n’y-a  point  'de  forme  particulière;  à  laquelle  (sans  tomber 
dans  le  défaut  du  cercle  vicieux,  de  supposer  qu’en  effet  on 
possède  cela  même  qu’on  demande)  on  puisse  ramener  une  équa¬ 
tion  avec  des  coefficients  indéterminés.  D’où  enfin  A  s’ensuit. 


I 
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qu’après  tout  le  problème  de  la  résolution  générale  des  équa¬ 
tions  du  second  dégré  ne  sauroit  pas  éviter  de  présupposer 
comme  concédée  l’espèce  de  fonction,  qui  n’est  qu’un  signe  pour 
représenter  la  solution  de  l’équation  x 2 —  Q=o:  mais  que,  cel- 
leci  étant  concédée,  nulle  autre  espèce  de  fonction  ne  nous  se¬ 
ra  nécessaire  pour  nous  rendre  absolument  maîtres  du  problème 
de  la  résolution  des  équations  du  second  dégré  dans  toute  leurs 
généralité, 

§•  6. 

Après  avoir  ainsi  fait  voir,  comment  la  détermination  des 
racines  d’une  équation  du  second  dégré  se  ramènera  tousjours 
à  celle  de  la  valeur  d’une  fonction  linéaire  de  ces  racines,  qui 
lui  même  sera  déterminée  par  une  autre  équation  du  second  de¬ 
gré  ,  dont  pourtant  ou  pourra  toujours  faire  évanouir  le  second 
terme,  de  manière  à  n’eu  faire  dépendre  la  solution  que  de  l’ex* 
traction  d’une  racine  quarrée  ,  allons  maintenant  considérer  la 
forme  la  plus  générele  des  équations  du  troisième  dégré,  à  savoir 
x 3  — *  px 2  -4-  qx  —  r  o  .  .  ;  (i3.o) 

dont  a,  b  et  c  étant  supposés  de  représenter  les  racines,  nous 
aurons  de  même  par  la  propriété  bien  connue  de  toutes  les  e~ 
quations 


a  “H  b  -f-  c  —  p  , 

.  03.1)1 

ab  -f-  ac  bc  rrr  q  .  . 

.  (l3.2) J 

.  ;  .  (i5) 

abc  =  r  .  . 

^  9 

3o6 


et  l'équation  (i3.o)  elle  même  n’est  que  le  résultat  qu’on  ob¬ 
tient  en  exterminant,  par  le  moyen  du  système  des  équations 
(i5),  deux  quelconque  des  inconnues  dont  il  s’agit,  pour  n’en 
conserver  que  la  troisième';  laquelle  pouvant  être  indifférement 
a,  b  ou  c,  on  a  coutume  de  n’en  écrire  aucune,  mais  de  les 
représenter  toutes  à  la  fois  par  le  signe  d'inconnue  en  général  x. 

Or,  si  toutes  les  équations  (i3)  avoient  été  linéaires,  ce  ré¬ 
sultat  d’élimination  ne  nous  auroit  donné  qu’une  équation  du 
premier  degré  à  résoudre;  et  supposé  même  qu’outre  la  donné 
(i3.i),  on  auroit  encore  eû  une  sçule  équation  linéaire,  telle 

La  +  ttt.b  -4-  n.c  =z  et  ..  .  (i3.4) 

le  résultat,  dont  il  s’agit,  ne  seroit  devenu  que  du  second  dégré. 
Puisqu’en  effet  1  élimination  de  c  des  équations  (i3.i)  et  (i3.5) 
donneroit. 

b*  ~  (P  —  a)  b  -f-  fla  pa  q  o  .  :  .  (10.5), 

de  même  que  les  équations  (i3.i)  et  (i3.4)  donneroient 

(m  —  n)  b  —  ce  —  np  —  (/  —  n)  a  .  ,  ,  (i3.6); 

donc  en  multipliant  l’équation  (i3,5)  par  (m  —  w)z,  et  substi¬ 
tuant  au  lieu  de  (m  — •  n)  b  cette  valeur,  il  en  résultera  pour 
déterminer  celle  de  a  l’équation  suivante. 


[(/  —  m)  (/  —  n)  (m  —  n)z~\az 
—  [(2/ — m  —  n)cc  -+-  (mz  «+-  Ma — lm—^ln)p] 
+  et7  —  (m  -f-  n)pcc  +  mnp 7  -4*  (m  —  n)z  1 
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c’est  à  dire,  en  supposant  que 

*3  —  Lxz  4-  Mx  —  N  =z  0  *  .  .  (i5) 

soit  l’équation  même,  dont  /,  m  et  n  sont  les  racines, 

(L* -5M)a2  -  [(3/-L)a-t-(La -2A/-L/)/?]«  1 _ 

■+■  et*- (h-t)pa+{l3-'Ll+M)pi  +  [L^- m+2U-5l*)<i]~0  ''(l  } 

ou  bien,  en  faisant  pour  plus  de  brièveté 


La — 5M=zD,  .  .  ,  .  .  (17.1) 
(3/ — Z,)oc-f-  (L2  —  2M — Ll)p=zE,  .  .  (17.2) 
a2 —  (L — l)pcc±  (/2  —  Ll  +  M)p2  \  __ 

-*-(£*  —  4^4-2^—  3/*)? 


}=*••( 


•  •  •  fi?)» 


17.3) 


Dec2 >  Ex-\-F=o  i  .  .  ;  ^18.0) 

d’où  enfin  il  s’ensuit,  qu’en  effet  il-y-a  deux  valeurs  de  a,  qui 
conviennent  aux  équations  (i3.i)  ,  (i3.a)  et  (i3,4).  Toutefois 
il  n’y-en-a  qu’une  seule  qui  convient  à  toutes  les  équations 
(i5.i),  (10.2),  (i3.3)  et  (i5.4);  ce  que  pour  faire  voir,  re¬ 
prenons  les  équations^ 

Da 2  —  Ea  +  F  =0  ...  (18.0) 

o 3  —  paz  +  qa  —  r  =0 

nous  en  aurons  d’abord 


.  .  .  (18.0)  î 

.  .  .  (i3.o)  J 


•  •  (»8) 


Da 3  —  Ea2  4 -  E.  a  r:  o 
Dal  —  p Da2  4-  qDa  —  tD  =  o 

et  par  conséquent 

( E  —  pDja2  4“  ( qD  —  FJ  a  • 


•  •  •  (19.1^7  /  \ 

,  y  l  >  .  .  •  (19) 

•  •  •  (i9‘2)  j 


rD  =  o  ...  (19.5) 


3o8 

d’où  il  s’ensuivra,  que  par  le  système  des  équations  (18.0)  et 

(19.5)  nous  aurons 

D  (E  — pD)a*  —  E{E  —  pD)  a  +  F(E~pD)  =  °  >  (  4) 

D(E—pD)a*  +  D(qD—FJa—  rD*  =o/‘"^9' 

rDz.a 2 — rDE.a  -f -rDF~o  7 

n  „  >  •  •  •  (lQ.Ô) 

F(E — pD)az  +■  F(qD  —  FJ  a  —  rDF  =  o  £  v  J  ' 

ce  qui  nous  donnera,  en  vertu  des  équations  (19. 4) 

(qD2-)rEz  —  DF — pDE).a^  rD2  -f- EF — pDF  •  .  .  (19. 6) 
et  en  vertu  des  équations  (19.5) 

v  *  ♦  *  *  •  _ 

(rDz  •+•  FE  --  pDFJa  ~  Fz  -f-  rDE  —  .  .  .  (19.7) 

de  sorte  qu’ainsi  la  valeur  de  ce  étant  donnée,  celle  de  a  sera 
toujours  déterminée  par  les  équations  du  premier  degré  ('91') 
et  (19.7),  après  quoi  celle  de  b  sera  déterminée  par  l’équation 

(13.6) ,  et  puis  celle  de  c  par  l’équation  (i5.4) 

•  .  •  4  \  <i 

$•  7. 

Donc,  toute  la  difficulté  du  problème  dont  il  s’agit,  se  ré¬ 
duira  toujours  à  celle  d’avoir  la  valeur  de  ce.  Or,  pour  obtenir 
l’équation  qui  déterminera  celleci,  commençons  par  l'élimination 
de  a  par  le  moyen  de  équations  (19.6)  et  (19.7),  ce  qui 
donnera 

(rD*  +  EF — pDFJx 

— {Fz  +  rDE —  qDFJ .  Çq  D 2  4-  E*  —  DF  —  p  D  E) 
c’est  à  dire,  en  ordonnant  le  tout  suivant  les  puissances  de  F, 
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.  F  I  =:o  ï .  ;  (20.2) 


F*  4.  (p2  D  —  2 qD  — pE),F 2 
+  (q2  D% —  iprD2  -{-SrDE — pqDE-\~qE2) 
r2  D3  —  qrD2  E-\-prDE2 — rE 3 
enfin,  en  substituant  au  lieu  d  e  D,  E  et  F  les  valeurs  qui  leur 
conviennent  par  les  équations  (17),  et  ordonnant  le  résultat  sui¬ 
vant  les  puissances  de  o& , 


a6  —  2 Lpx*  -P  [(A2  +  %M)pi  -f  2 (L2 —  ôMJq]o&‘ 


-( 

+{ 


•2(N  -\-LM)p%  +  f2A3 — 5LM  —  9  Njpq 
-4-  (2  A3 — g  LM  -p  27 N)  r 


1“ 


( 2  A  Y  —4"  M2)p^  -J-f 2 A4  — ^A2  M  -4-  27  LN)pr  ^ 
(5 L2  jfi —  gAY — 6 M2Jp2  q  +  (L2 —  5M)2.qz 


-P 


sMp5  -h  ("2  A2  Y-p  LM2  —  i5 MN)ptq 
|-p  (2A3  iîf  —  cjLM2,  -f-  *7 MN) .p2  r 
i-H(A3  #7  —  gA2Y  —  5  LM  2  -4-  27  MN) .  pqz 
-4- (2 L>  -  i5A3  M+27L2  N +27  LM2- 81  MN)qr' 

' N2  ps  4-  T Aif7 AT — g  Y2Jp4  q  -^(L2  —  0M)1  .r2 
-P  (g  AÆ7  AT  -P*  L2  M2  —  2  A3  Y  —  3 )  .  p^  r 
-^-(L*  M-{-9 A3  A/-  qL2M2-  27 LMN-+-i8M?)pq} 
+(LZ\M2  -4-  \8LMM — 27  AT2-  4ÆP  -4  A3  Y).^3 
_p.fA3  Y — gA/J7Y-P  27 N2  -}~M^Jp2q2 


\ 


.cc 
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il  en  résulte,  que,  pour  obtenir  la  valeur  de  of,  on  ne  saurait 
jamais  éviter  une  eqvation  du  sixième  degré,  ce  qui  fait  voir, 
qu’en  effet,  quelles  que  soient  les  coefficients  /,  m  et  w,  la  fon¬ 
ction  /•  a  *4*  m.  b  -f-  n.  c  est  en  général  susceptible  de  six  va¬ 
leurs  différentes. 


I 


3io 

§.  8. 

Quant  à  cette  multiplicité  des  valeurs  de  a,  on  l’auroit 
encore  pu  prévoir  à  priori,  et  avant  même  d’avoir  éliminé  au¬ 
cune  des  racines  a,  b  ou  c  du  système  des  équations  (i5)  et 
i3:4);  puisqu’en  effet,  tant  qu’il  reste  indéterminé  laquelle 
des  racines  de  l’équation  (iS.o)  doit  être  représentéé  par  a,  b 
ou  c,  il  faut  absolument  que  a  représente  indifféremment 

La  +  m.b  -f-  n.c 
La  ■+•  n.b  -J-  m.c 
m .  a  -J-  «  •  b  rf-  / .  c 

m. a  +  Lb  -f-  n.c 
n  .a  +  l.b  -f-  m.c 

n. a  -J-  m.b  -f-  Le 

dont  il  est  évident,  [que  toutes  sont  également  la  somme  de  / 
fois  Tune  ajoutée  à  m  fois  l’autre  plus  n  fois  la  troisième ,  et 
par  conséquent  l’équation  qui  en  déterminera  toutes  les  valeurs 
ne  sauroit  manquer  d’ètre  du  sixième  degre, 

Or,  bien  qu’  à  la  premiere  vue  cela  puisse  paroitre  nous 
devoir  décourager  de  toute  recherohe  ultérieure,  en  tant  que  la 
solution  d’une  équation  du  troisième  dégré  ne  sauroit  jamais 
manquer  de  dépendre  de  celle  d’une  autre  du  sixième  dégré, 
l’embarras,  qui  en  pourroit  naitre,  s’évanouira  en  considérant, 
qu’il  n’y-a  que  deux  systèmes  de  fonctions  telles  que  (21.1)  et 

(21.2) 


—  »ëÿ-r 

la  -f“  m  b  ■+•  nc 
ni  a  -f-  n  b  -f-  /  e. 

wfl-f-  Ib  •+■  me 

la  nb  - f-  me 
na  ■+.  mb  +  le 
ma  -+■  Ib  4*  nc 
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.  .  (21.1) 


•  •  ♦  (21) 


.  (21.2) 


qui  ne  contiennent  qu’une  seule  fois  chacune  des  racines  a ,  b 
et  c  multipliée  par  chacun  des  coefficients  /,  ni  et  »;  et  qui  é- 
tant  rassemblés  font  ensemble  le  système  (21),  D’où  il  s’ensuit, 
que  si  nous  désignons  par  ce  y  ß  et  y  les  valeurs  des  fonctions 
comprises  dans  le  système  (21.1),  et  par  ce  y  ß'  et  y'  celles  qui* 
le  sont  dans  le  système  (21.2);  enfin  par 

* 3  —  Pxz  -+-  Qx  —  R  uz  o  :  .  .  (22.1) 
l’équation  dont  ce  y  ß  et  y  soient  les  racines,  et  par 

X 3  — -  P'x 2  -4-  Q'x  —  R'  s=  o  .  ;  .  (22.2) 


celle,  dont  ce ',  ß'  et  y/  soient  les  racines,  il  n’y-aura  en  tout  que 
deux  équations  que  l’on  pourra  former  de  cette  manière;  de 
sorte  qu’ainsi  aucun  des  coefficients  P ,  Q,  R  ne  sera  déterminé 
par  une  équation  qui  passera  le  deuxième  dégré,  mais  [qu’après 
tout  il-y-en-aura  toujours  quelqu’un  qui  le  sera  de  toute  né¬ 
cessité  par  une  telle  équation  ;  puisque ,  si  tous  les  coëfficiens 
P,  Cl  et  R  n’étoient  déterminés,  que  par  des  équations  du  pre¬ 
mier  dégré,  cela  feroit  voir  que 


' 5l2 

i3'  seroit  de  toute  nécessité  =  P , 

Q'  =  Q,  et  R'  =  R, 
et  par  conséquent  l’équation  (22.2)  identiquement  la  même  que 
(22.1)  j  d’où  il  s’ensuivroit  qu’enfin  dans  tous  les  cas,  oc',  /3'  et 
y'  seroient  identiquement  les  mêmes  avec  ce,  /3  et  y;  ce  qui  est 
évidemment  faux.  De  plus,  quel  que  soit  celui  des  coefficients 
qu’on  ne  sauroit  déterminer  que  par  une  équation  du  second 
dégré,  tous  les  autres  ne  sauroient  manquer  d’etre  déterminés 
par  des  équations  du  premier  dégré ,  de  sorte  qu’en  effet  ils  se¬ 
ront  ou  des  fonctions  symmétriques  des  racines  fl,  b  et  c ,  ou  bien 
des  fonctions  rationelles  de  celui  qu’ou  aura  détermiiié  par  une 
équation  du  second  dégré  ;  puisqu’en  supposant  que  cela  ne  fut 
pas,  il  en  résulter®it,  qu’il-y-auroit  plus  de  deux  équations  tel¬ 
les  que  (22.1),  et  par  conséquent  plus  de  deux  systèmes  de 
fonctions  telles  que  (21),  ce  qui  après  tout  ne  sauroit  avoir  lieu 
en  vertu  de  ce  que  nous  venons  d’avoir  démontré  ci-dessus. 

§■  9- 

Ainsi,  quoique  l’équation  (20.5),  qui  en  effet  comprend  tou¬ 
tes  les  racines  oc,  /3,  y,  oc,  ß'  et  y ,  ne  sauroit  jamais  manquer 
d’ètre  du  sixième  dégré,  il  n’en  est  pas  moins  évident,  que, 
même  en  conservant  la  plus  grande  généralité  des  coefficients  /, 
m  et  n,  on  pourra  toujours  décomposer  celled  en  deux  autres 
telles  que 

X 3  —  Px 2  -J-  Qx  —  R  ss  o  .  ,  .  (22.1), 

et  X 3  —  P' X 2  4.  Q[x — R!  =  0  .  .  .  (22.2), 

sans  qu’on  ait  besoin  pour  déterminer  aucun  de  ces  coefficients. 
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(25) 


•  •  •  • 


(24) 


que  de  la  résolution  d’une  équation  du  second  dégré.  Et  pour 

ce  qui  regarde  cette  détermination  elle  même,  rappelions  nous 

les  équations  suivantes 

l. a  -+•  tn.b  4-  n.c  =  ce, 

m .  a  +  n.b  +  I.c  =  ß, 

n. a  4  Ü  *f  »».(  =  7) 

/,a  -j-  n,i  -j-  ffî.f  =  « 

I 

n.a  -j-  m.b  4  /.f  =  / 3' 

tn.a  +  l»b  -{“  11  *c  =  y  J 
il  en  résultera 

oc  4  i 3  -f-  y  =  oc  4  ß'  4  y  =  4  m  4  »),  (a  4  b  4  c) 

c’est  à  dire  P  ~  P'  ~  P. p  •  •  •  (2  5) 

•* 

Im.a2  H-  mn>b2  4  In.e2  4  (m2  4  ln).ab 
4  (J2  -f-  mn ) .  ac  -f-  ( n 2  4  /m)  .  Ztf 
In  .a2  4  Im.b2  4  mn.c2  4  (/2  4”  mn).ab 
4  (n2  4-  lm).ac  4  (m2,  4  In)  .  bc 
mn  .a2  -}~  In.b2  -f*  Im.c2  4  {n2  4*  lm).ab‘ 

4“  (mz  4  ln).ac  4  {P  4  mn).bc 


et,  ß 


a  y  ZZL 


ß  y  = 


h. a2  4  fww.ô2  4  Im.c*  4  (h2  4  lm).ab 
4  (P  4  mn),  ac  4  {m2  4  In). be 
Im.a2  4  In.b2  4  tnn .  c2  4  (P  4  mn)  ab 
4  (m2  4  ln).ac  4  (n2  4  ltn).be 


4o. 


J6V 


3i4 

f«».aa  -f-  Irn.b*  4*  /w.r3  4~  (w3  4~  ln). ab 
4*  (n2  4"  /wj)  ar  4'  (/2  +  tun),  be 


aß  4*  a  y  +  ay  4"  /3«y  =  a'/S'  4~  «V'  H“  ß'y  ' 

(/2  4-  w3  4"  «a  4-  /«i  4"  /»  4”  inn), (ab  ac 
4-  (/»  4"  /»  4“  inn),  (a3,  4“  4~  f3) 

(l2  4~  m2  4*  na  — *  lm  —  In  — •  jnn).  [ab  4~  ar  4*  fo)" 

+  (/>«  4"  /»  4"  tun),  [a2  4*  ft2,  4~f2  4“  2a£  4*  zac  -j-2bc 

•  * 

c’est  à  dire 

Q  =  Q'  =  Mp2  +  (L2  —  5  M)q  ....  (26) 

D’où  il  s’ensuit ,  que  non  seulement  P  et  Q  ne  sont  pas 
déterminés  par  des  équations  qui  passent  le  second  degré ,  mais 

encore,  qu’étant  fonctions  symmétriques  des  racines  a,  b  et  c,ils 
sont  toujours  déterminés  [par  des  équations  du  premier  degré. 

§.  10. 

Reste  maintenant  à  déterminer  les  valeurs  de  R  et  R'.  Or, 
pour  avoir  les  équations,  dont  cellesci  soient  les  racines,  com¬ 
mençons  par  les  déterminer  en  fonctions  explicites  des  a,  b  et  re¬ 
cela  nous  donnera. 

R  zu  aß  y  rs 

f  hm  («3  +  b*  4-  <3)  +  (/3  4-  *«3  4-  k3  +  Zimn)  abc  ] 

I  I 

i  4.  (/»;*  4-  p»  4.  mnz).(ab 2  -f-  n2c  4-  bc2)  = 

j  I 

f  4“  (^m  4-  4-  m~n)'(a2b  4”  at2  4-  b2c)  j 


[  Np'  ~  ôNpq  +  {L9  —  5 LM  +  giV> 

I 

^  4*  (/?«*  4"  l2n  4*  mn%).(ab*  +  a2c  -f-  be2)  •  *  •'  •  .  (27.1)» 

! 

[  4-  ( l2m  +  la2  4-  m*n).(ci2b  4*  4~  b2c ) 

R'  =2  cc  /3'  y  =2 

f  /mn  (a’  4*  b9  4*  f5)  4“  4"  *»3  4*  w3  4“  5/7/2»)  abc  ] 

1 


I 

<{  4*  (/*»*  4"  In2  4*  «i2«).(aô4  4-  o,2c  -4-  bcz) 
I 

4.  (/ffi3  4-  /an  4*  mn*).(a2b  4-  b2c) 


f  Np*  —  5 Npq  4*  (£3  —  oLM  4-  9^0^  ) 

I 

4-  ( l2m  4“  In2  4“  m2n),{ab2  4“  fl2f  4"  be2  ^ 

I 

[  4-.  /m2  4-  /2«  4“  tnn2).{a2b  4*  oc2  4"  b2c) 


V 

i 

; 


;  i  .  (37.2) 


De  plus,  en  remarquant  que 

(l2  ni  4  /»*  4"  fn2n)  4"  Ojn2  4"  4“  mn*) 

rr  {Jin  4-  In  4-  inn ) .  (7  4”  m  4"  n)  3/wo 


=  LM  —  5AT, 

et  (/*»»  4“  /»4  4-  m2n).Qni2  4*  /2n  4-  w»a) 

=  (7*  ws  4-/’« 3  4“  »i3  m3)  4"  y4  4“  »4-  /wn4  4-51a  ra*  »  2 

§[(/’  4- *»3  4- w3)4. —  (/5  4-*»^4bw6)] 

4-  (/*  4“  w  3  4^  n  3  4-  3/«m) .  Imn 


3i6  =è*=£ 


f  i[(L!  —  5LM-b5NJ*  —  L‘  +  RL*M  ) 

I  ! 

=a  ^  —  6£3  N  —  9Z.2  M1  -+-  izLMN+vM'' — 5Af*]  }> 

(  +  (L3—  3LM-b6N).N  j 

=  L’N  +  M*  —  6Z..M2V  +  9  AT2 , 
il  s’ensuivra  que 

u2  —  (LÆf  —  3A^) . it-f-L3  N M*  —  6LM N •+•  9 A^3=o  . .  (27.5) 

sera  l’équation  même,  qui  aura  pour  racines  les  fonctions 

lz  m  •+•  lnz  +  m2  n  et  Un2  +  lz  n  -f-  mnz  ; 

et,  par  des  raisons  absolument  semblables,  que 

V2 — (pq —  3r)  v-\-p*  r  -f-73 — 6pqr yr~  =  o  .  .  .  (27.4) 

sera  celle,  dont  les  racines  seront 

o2  b  — f—  ac 2  -4 -  b2  c  et  abz  -f-  a2,  c  b  bc 2  ; 

d’où  enfin  résultera ,  que  pour  déterminer  les  valeurs  des  fon¬ 
ctions 


{l2  m  H-  lnz  +  mzrï).(a2  b  *4-  acz  4*  b2  c) 
+  ( lmz  lz  n  4-  mnz).(ab 2  4-  a2  c  4 -bcl 


et 


(lz  m  +  lu2  4*  in2n).(ab2  4-  a2  e  4*  bc2) 
4-  {-m2  4 -  /2  »  -f-  mn2).(^a2b  4-  af24-êa 


nous  aurons  en  vertu  de  l’équation  (12) 


-  ■  -s'n-'SF^ 


017 


z 2  —  {LM  —  oN).{pq  —  ôr)  .z 
-f-  (L M  —  5A7)2.(p3r  •+■  g3  —  6pqr +•  graJ 
(A3  TV  4-  M'  —SLMN  ■+•  $N2) .  {pq  —  3r)2 
4 (A37V-+-  M3  —  GLMN- f-  9  A72).  (p3r-f-#3 —  G^r^-d-gra' 


>=0 


c’est  à  (lire,  en  ordonnant  cette  équation  symmétriquement  par 
rapport  aux  fonctions  des  coefficients  /,  m ,  w,  et  des  racines  a, 
b ,  r , 

2* — (07 — 5N).fpq  —  5r) .  z  1 

! 

-\-{L2  M24r  ùLMN-ÿ  N 2 -2 M'3 -2  A  Nj.fq^p^r-Gpqr^Qr2)^—  o . .  (27.5) 

I 

-j  (777 3  f  L3  N-GLMN-\~ QN2).{p2q2  ^ßpqr-  yr2-2q3 -%p'r)j 

et  par  conséquent  l’équation  pour  déterminer  les  valeurs  de  R 
et  R'  sera  celle  j  qu’on  obtiendra,  en  substituant  dans  celle-ci 

X  — Afy» 3  5 Npq — (L3 — <5LM -4-gAfJr 

au  lieu  de  z  ;  d’où  resultera 

X2-  [a Np 3  -f  {LM-  g  AT) /7*7 -f- (2  A3  -  gL777-f~27^)r]A?  > 

•+*  N2  p6  -\-{Lz  M2  -f-  g  L  FA  N  -  4M 3  -  2A3  Njp'r 

4- (07 TV-  97V'2)/747  +  {UN-  \)LM N~k~M'+  27 N2)p2q7  > 

)  ~o  ..(27.6) 

-4-^A4  717 4- gL1  TV-  9  A2  M2-2jLMN  +■  i8M>)pqr 
-  (4  A3  AT-  L 2  777 2  -  1  s A7177V-I-  zy N2  -+-  4M’)  .q* 

-f -(A6 -g  A4  J7  *-f—  2  7  A2  77f2  -  277 b73).r2 


3i8 


et  delà  enfin  par  la  resolution  de  cette  Equation 


{JH 


+( LM — 9  N)pq-\-['xL'i — yLM-t-sj  N)r 


ï  1/^(4^ 5  N— L~-  M*  —  1 8LMN -f-  2 7 Nz  -H  4 JM  ' 
*  \x(*P*r — Pz  y2 — i$pqr*\-  27ra-f-4^) 


{4[2iVi7î  +  (^--9A7r)^  +  (2^5'--9L^H-27^y]  ) 

l...(27.7; 

-h  Kl — ni)  {I  —  n)  (m — ri)  (ci —  b  (a —  c)  (b  —  c )  J 


§.  il. 

De  ce  que  nous  venons  d’avoir  démontré,  il  est  «vident, 
que,  quelle  que  soit  l’équation  à  résoudre 

x*—px*  qx  —  r  zn  o, . (i5.o) 

de  même  que  les  coefficients  /,  m  et  »,  on  ne  sauroit  jamais  é- 
viter  de  recourir  à  la  résolution  d’une  autre  équation  de  même 
dégré  que  la  donnée,  telle  qne 

*3  —  Px 2  -f  Qx  — .  R  =  o  ,  .  ,  ;  .  .  .  (22.1) 

et  qu’ainsi  nous  ne  saurions  nous  délivrer  entièrement  de  l’em¬ 
barras  même,  où  nous  nous  sommes  trouvés  par  rapport  aux 
éqvations  du  second  dégré  ,  de  sorte  qu’afin  de  nous  faire  un 
passage  pour  sortir  de  cette  difficulté,  il  faut  absolument  com¬ 
mencer  par  supposer,  que  nous  sachions  résoudre  quelque  for¬ 
me  tant  soit  peu  générale  des  équations  du  troisième  dégré  ;  a- 
près  quoi  il  nous  restera  encore  à  faire  voir,  que  la  réduite 
(•22.1)  pourra  toujours  être  ramenée  à  cette  forme. 


'•»"Va  3ig 


Or  de  toutes  cer  formes,  celle  d’une  équation  à  deux  ter¬ 
mes,  telle  que  #3  —  R  as  o  ,  étant  le  ptus  facilement  concédée, 
il  ne  s’agit,  pour  en  avoir  uue  telle,  que  de  faire 


P  =  L  .p  =o  ,  et 


Q  =  Mp*  -f  (L*  —  3  M)q  =  o, 

ce  qui  en  effet  ne  sauroit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  quélcon- 
ques  de  p  et  qt  sans  que  L  et  M  soint  supposés  =z;oj  d’où  ré¬ 
sultera  pour  la  détermination  de  R  et  R' , 

x*-—(ap*  —  Qpq  +  27r)  Nx  -f  (jp2— -3qy  i\Ta  =  o  .  .  .  (28.1) 
et  delà  enfin 

R  z=:~N['2pJ  — 9pq  4-  2jr  *+• 

+  V«7(^V — p*  q2  —  iSpqr  4-4^3  4-  .2  7^*2)]  ...  (28.2) 

R'z=z  IiV[2/73  — 9 pq  4-  27 r 

—  V27 (4p3r  —  p2  72, —  iSpqr  4-  4£3  4-  27p2)]  .  .  .  (28.  5) 

ensuite  de  quoi  les  valeurs  de  es,  /3  et  y  seront  comprises  sous 
la  formule 


I/  l^[ßP3 — QPq  -J-  27 r  I 

-+*  V'27^3  — ‘  p2q%  — iSpqr +  *q 3  +  27ra)]j.  .  ,  .  (28. 4) 


et  celles  de  ß'  et  y'  sous  la  formule 


—  Va7(4 p3r — p2-  q2—  îSpqr^-'iq3  ^2qr2)  J  .  .  .  (38. 5) 


—  N'v*N«-r 


020 

Au  reste,  puisqu’il  n’y- a  rien  qni  nous  empêche  de  don¬ 
ner  à  N  telle  valeur  qu’il  nous  plaira,  le  plus  simple  sera  tou¬ 
jours  de  le  supposer  égal  à  l’unité  ;  ce  qui  donnera  pour  va¬ 
leurs  de  /,  m  et  n  les  trois  racines  de  l’équation  x% —  i  =  o, 
de  sorte  qu’en  faisant 

/  nr  i  ,  nous  aurons 

m  =  »*  =  -^  =  ^  [— 1  4-  S/3.V(— •)]»  et 

”  =ml  —  m~  îr[— -1  —  V5-V(  —  0] 

En  substituant  dans  les  équations  (17)  au  lieu  de  /,  L,  et 
M  les  valeurs  que  nous  venons  ,  de  leur  avoir  assignées  nous 
aurons 

D  =  o,  E  zzz  5«,  et  F  zn  aa  +  pot,  +  p°  —  3q 

et  de  là  par  l'équation  (19.7) 

F  —  E,a  o  ,  c'est  à  dire 
aa  —  (5a  —  p)oc  -+•  p2,  — 3q  =  o  , 

dont  enfin  la  résolution  donnera  pour  chaque  valeur  de  a  deux 
valeurs  correspondantes  de  oc,  à  savoir 

£[5 a  —  p  +  \/5(5a2  —  ipa  —  pa  -J-  4^)] 

lesquelles  seront  toutes  les  deux  réelles,  ou  toutes  les  deux  i- 
maginaires,  selon  que 


Sa4  —  2pa  —  p2,  *4“  4^ 

sera  positif  ou  négatif. 

De  plus,  en  supposant  a  connu,  nous  aurons  en  vertu  des 
équations  (i  5) 

b  -j~  c  =  p  a ,  et 

bc  q  —  a  [b  -|-  c)  a2  —  +  2  > 

d'où  il  s’ensuit,  que  les  valeurs  de  £  et  c  seront  déterminées 
par  l’équation  suivante 

*a  «—  (p  —  a)*  +û4  —  pa  4*  g  =  o , 

dont  les  racines  étant 


4  [p  — *  a  +  S/  —  3a2  +  2pfl  -+-  pa —  4 5)  ]  , 

il  en  résulte,  que  b  et  c  seront  réelles  ou  imaginaires,  selon 
que  on2  —  2pa  —  p4  4^ 

sera  négatif  ou  positif;  De  sorte,  qu’en  supposant  les  valeurs 
de  co  réelles,  celles  de  b  et  c  ne  sauroient  manquer  d’etre  ima¬ 
ginaires;  et  au  contraire  en  supposant  les  valeurs  de  et  imagi-3 
naires ,  celles  de  b  et  c  seront  nécessairemeut  réelles. 

Enfin  la  valeur  de  a  étant  donnée,  nous  aurons  eu  vertu 
de  l’équation  (19.7) 

<  *  *  •  \  V  V  V  3  ■'  *  f  \  J 

F 

a  =s  ~  c’est  à  dire 

h, 

ri  .  P2  -  3fl 

fl  —  y[p4~«-f-  - — -  *  ...  (28.6) 

4l 
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1 2, 

Dans  îë  cas  particulier  de  p  =  o,  il  n’est  pas  nécessaire  de  faire? 
xn-Xÿi  ni  M  évanouissants,  par  la  seule  considération  qu’on 
veut,  que  dans'  1  équation:  (2  3  .  i),P'  et?  Q  soient  =  o  ;  Puisqu-en; 
effet,  quelle  que  soit  Z»,  P  ne  sauroit' manquer  d’évanouir'  dans» 
ce  cas  y  de  même  que  le  coefficient  Q,  pourvu  qu’on  fasse  L^zzz  SM.- 
Substituant  cela  dans  1  equation  £27.6}  nous  aurons  pour  la  dé—' 
termination  dè  R  et  R’  l’équation' suivante? 

*z  —  (27i\T— L3 *).rÂr — (27^— Z5)à  .  ~  ==  o>  .  .  (29.1)) 

2  j 

cffint  par  conséquent  les' racines  donneront^ 


#=(27i\r—  £?).(^r+  \£ir2  -f  jfcqî  ..  .  .  ..  ..  (29*2)) 


M'=z.(ayN— -L3),(ir  —  y±r2  4. ••  .  .  .  .  (29,3) 

de  sorte  qu’enfirr  les  valeurs  de  et  ,  /3.  et  y/  seront  comprises»  sous» 
Jà>  formulé  * 

3 


—  ïVï3)  "  *  ~  *  ‘ 

dè  même  que  celles  de  a, ,/3"  et  7/  seront/  comprises;  sous-  là .* 


formule  • 

\/ (lyN — LJ)i  (ir — V^fa  +  ïv2r)  *"  *  *'  •*  * 

En  supposant  que  p  ne  s’évanouisse  ■  pat-,  et  pourvu  qu’oin 
tasse  Za' ss  3 Mf,  il  s’ensuivra-  toujours  dè  l’équation;  (26)} 
»qp’on  aura* 


1  3$3  - 

<Q  ==  M  .  p2  ^  et  par  conséquent 

rsQ  =  3Mp2=  L*.-p*  =  pr* 

«de  sorte  qu’ainsi  Q  sera  absolument  la  même  fonction  de  P,  «que 
M  lest  de  X;  d’où  en  effet  il  s’ensuivra,  que,  ;si  enfin  mo us 
tétions  maîtres  de  la  résolution  ;de  l’équation 

:xl  —  Lx2  Mx  —  N  zzz  o  , 
mous  le  serions  de  même  de  la  réduites 

/  t.  %  Js&k 

XJ - :Px2  4“  Qx  —  1?  SS  O, 

*Or  substituant  au  lieu  de  M  la  valeur,  que  nous  venons  *3e 
lui. supposer,  nous  aurons  s 

;*'3  —  Lx 2  "f  Mx  —  N  =2  (x—  ïLy  +  yTL*  ~  N 

ot  par  conséquent  les  valeurs  de  /,  m  et  n  seront  représentées 
par  I 

^  y 

■M  +  \/ 27N—L*  ^o.i) 

.donc  enfin  par  mêmes  raisons  /3  et  y  seront  représentés 
]par 

\ (P  -4-  I// 27P — P3)  .  (5o.2) 

•  de  même  que  /3'  et  y'  seront  comprises  sous  la  formule 

i(.p  +  V  27  R'— P ''J  .  •  -  .  (30.3) 

îà  savoir  où  R  et  R '  seront  déterminée  par  Tequation 


3a4 


x%  —  (2  Np%  — f(27^  —  L3)pq+(2qN — L3)r\.\x  \ 

4-  N2ps  (qjN — L3)/?3r — *  iN^jN — L3)p*  q  \  (3o.4) 

+  *y(27 N—L'y.p'q'  —  ^zqN—Liy  . q 3  1 


laquelle  résultera  elle  même  de  l’équation  (27.6),  en  y  faisant 
L2  s=a  5Æf,  et  dont  la  résolution  donnera 


Î4 [2iV>3 —  £(27#—  L3).pq-\-  (27#—  £3)r]  J 

3V(3)  1  / - >..(3o.5) 

-h  - [AT — ?jL3]\//'  4p3r-i8pqr-p'1qz+hq3-}-2']r7  j 

§•  1  °* 

En  continuant  de  supposer  qu'on  sache  tousjours  résoudre 
l’équation  (22.1),  à  laquelle  nous  laisserons  encore  toute  la  gé¬ 
néralité  dont  elle  est  susceptible,  et  en  représentant  les  racines 
de  celled  par  #,  ß  et  7,  il  est  évident,  que  tant  que  rien  ne 
nous  détermine  à  désigner  l’une  quelconque  des  racines  de  l’é¬ 
quation  (i5.o)  préférablement  à  l’autre  par  a ,  5,  ou  f,  nous 
pourrons  toujours  faire 

» 

La  -f-  ni.  b  s-s  es, 

après  quoi  il  faut  absolument  qu’on  ait 


ou 

m  .  a  4-  n .  b  4-  / .  r  =  /3  , 

et 

n  .a  -J-  / .b  -j -  m»c  =  y  j 

ou  bien 

ni .  a  n , b  -4—  bc  t  7 

et 

11.  a  -f-  t.b  -+■  m.c  »  /3; 
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mais  après  tout  l’une  de  ces  hypothèses  ne  donnera  pour  n,  b 
et  c  les  mêmes  valeurs  que  l’autre,  puisque  en  vertu  du  système 
des  équations 

/ . a  +  m  , b  4*  n.c  =  et  , 
m , a  -J*  w  .  b  -f*  /.  c  =5  / 3  ,  >  i  .  .  .  (23) 


W.  fl 


/.3  -t-  ÎM  <  0 


nous  aurions 


/a .  a  4*  tm  %b  4-  / « .  ^ 

f«a  .fl  4-  jww.à  4-  /w.c 
na  -H  /m./;  + 


a , 
mßy 

«y, 


et  delà 

•  > 

(/2  +  ^+nl),a  +  (/w  4- /» -h w **)  •  4“ f) =  ^  +■ w ß  +  n 7? 

»  •  '  .t 

c’est  à  dire 

i  r  fat .  .*  , 

(I/2  —  zMJ.a  -+-  4-  f)  =  /«  4"  *«/3  4  «y, 

(Z>  —  5Æf). c»  4*  ^(a  4-  à  +  r)  =:  /os  4  wî/3  +  «y, 
et  delà  (L2 —  5i£?)  .a  =  /a  +?«/3  f-  «y — Mp  ,  .  .  .  (3i.i) 

enfin  par  des  raisons  tout  à  fait  semblables 

(Lz  —  3M).b  =  /y  - h  k/3  4  »w« — JT/p  .  .  .  (3i.a) 

et  (L2  — *  3i\l).r  =  //3  4  »iy  4  net  —  Mp  ,  .  .  (5i.5) 

tandisqu’en  partant  du  système  des  équations 
l.a  4  m*b'  4  nte  =  et  x 


m  .a'  4  n .  //  4  /•  c  ==  [y 

• .  a  4  / .  b'  4  m .  c  rr;  ß 


.  (53) 


oü6 


mous  aurions  de  même 

(L2  —  ;5M)lix  =7*  +  wy  +  nß  Æf.y  ?  :  .  (54.$ 

(A,2  —  5 M).b'  =:  Iß  4*  *«y  4“  mos  —  .  1  .  (52.2) 

(L2  —  3MJ.C  =  /y  “f*  mß  *4"  (52.5) 

?  f\  •  •  .  i 

Or  toutes  ces  valeurs  étant  différentes  de  celles  que  nous 
venons  d’avoir  déduites  du  système  des  équations  (25),  nous  les 
javons  accentué  afin  de  les  distinguer  d’autant  mieux  de  celles-là. 
Et  en  continuant  toujourt.de  représenter  par  a,  b  et  c  les  vraies 
racines  de  l’équation 

:* 5  —  px*  4-  qx  —  *■'■=  o;  ..  ;  :  .  :  JiS.ô) 

il  s’ensuivra  de  ce  qui  précède  que  tant  que  nous  serons  in¬ 
décis  s’il  faut  déterminer  les  racines,  dont  il  s’agit,  par  le  sy¬ 
stème  des  équations  (02)  011(20),  nous  courrons  toujours  le  risque 
d’avoir  les  fausses  racines  a\  b'  et  c,  au  lieu  des  vraies  a  ,  b  et  c 
pqu’on  cherche  ;  ce  qui  vient  de  ce  qu’il-y-  a  une  équation  tcdle  que 

.X3  —  px 2  +  qx  —  r  :=  o  ......  (35) 

-dont  a,  b'  et  c'  étant  les  racines,  elle  n’en  aura  -pas -moins  une 
de  ses  réduites,  à  savoir 

X3  - —  Px 2  +  Qx  —  R  =  o 

commune  avec  J’équation  (i5.o) 

De  même,  si  l’on  vouloit  déterminer  les  racines  /7,  b  et  t 
par  le  moyen  des  racines  a' ,  ß'  et  y'  de  la  réduite 
X3  —  P'x2  -j-  Qx  —  R  =  o. 


<• 


wsf -*r 


TV 


3îiêm  ne  nous  empêchera5  dé  supposer 

*  *  % 

.  .  /*a?-fcrjiifr+  nt.c  zzT'.çc'ï, 

mais  après  avoir  fait  celà,  nous  n’en ?  serons  pas  moins  en?  su— 
spens  si  Ton:  doit  faire- 

n.a  -f*  m„h  -+•  /. r  =  ß‘r 

„  »  i  *  i  '  I  1  ‘  , 

et"  ni. a  ' -f  l,b  +  n.c  zzz  y'y 

ou  bien*  n.a  +  +  /.f  =  7% 

e£  i» . ai  4*  n.c si  /3  «- 


Ôb  par  là  première  de  ees  hypothèses  nons  aurons» 


l,cv  +  ii .  b'  +  m.c  ‘ss 

ï-3 

r 

7Î  .  4"  f»  .  b  .  c  = 

/3'  j 

• 

•  .  (24); 

«r-a  4:  /.6  4rw<f  — 

/  j 

7 

r 

ce*  qui; 

donnera 

—  5M) .a  ~  La  -f-  n.ß' 

-j-  d.y 

'  —  Mp  .  : . 

(si.  i)' 

(/> 

—  oM).b  z=  V.  y''$rm.& 

rf 

n.cc 

Jïfjp-v,  . 

(24.2) 

( L * 

_ 5M)\c  =•  /./3-  +  ■ 

T  *' 

4r  w'7 

~  j%'  -•  .  , 

(24.3). 

efcî  par  la;  seconde  nous*  aurions; 

/.  a y  -J-  w.à  -J-  Wi.r 

C6 '  1 

A 

li 

+  n.r" 

f 

/3' 

li  »  » 

(34)) 

»  ■ 

/ 

7 

// 

ce1  qui 

donneront 

’ 

(L5  —  3Æ).4"  =  //3'  -f  I»y'  +  nx  -i  ;  ; .  ;  (34. 3) 

(t1  —  3 JH). e"  =  V  +  ra*'  -f  m/3'  —  Mp  .  ,  .  .  (34.3) 

..  .  •  4  •  '  *  ;  ’  _  r  /  '>•>.'  *>  •  -i  r ... , 

dont  aucune  des  valeurs  ne  coïncidant,'  ni  avec  a9  b *  et  c'y  ni 

avec  a,  ô  et  f,  nous  les  avons  accentué  à  deux  traits  pour  le» 

distinguer  à  la  fois  autant  de  celles-ci ,  que  de  celles-là.  D’où 
il  s’ensuit,  que  dans  l’incertitude  où  l’on  est,' le  quel  il  faut 
employer  du  système  des  équations  ($4)  ou  (54),  on  court  ici  le 
risque  d’avoir  les  fausses  racines  a" ,  b"  et  c'y  au  lieu  des  fl,  b 
et  c  qu’on  cherche  j  ce  qui  fait  voir,  qu’il-y-anra  encore  une  troi¬ 
sième  équation  telle  que 

f  %  v  ,  I  1  *  - 

X3  —  /'.X2  q'.x  —  r"  =  o  «  *  ;  ,  (35) 

'  *  ...  j.  > 

dont  a  ,  b  et  c'  étant  les  racines,  elle  n’en  aura  pas  moins  un® 
de  ses  réduites,  à  savoir 

X3  —  P'.x 2  Q'..y  —  R'  =  o 

commune  avec  1  équation  (îô.o).  De  sorte  qu’en  commençant 
par  la  recherche  de  la  valeur  de  R  en  vertu  de  l’équation 
(37.6),  et  en  résolvant  ensuite  la  réduite,  qui  en  résultera,  en¬ 
fin  déterminant  les  racines  dont  il  s’agit  par  celles  de  la  ré¬ 
duite,  nous  serons  en  effet  en  suspens  entre  les  trois  système» 
des  racines 

?  ’  \N 

•  •  •  :::  ’*  * -’•*  ’i,  4  4*  ’  V  » 

*  i  2 

fl,  à,  et  c  -j  .  .  .  (56. 1)  \ 

a  ,  b\  et  c'  ;  ♦  .  .  (36.2)  \  .  .  .  .  (36) 

ou  fl ",  b "  et  c”y  .  .  .  (56,5)  i 


^29 

§.  i4;  : 

En  substituant  clans  les  valeurs,  que  nous  avons  rapportées 
ci-dessus,  pour  a,  b'f  c\  a,  b",  c\  celles  de  a,  /3,  y,  a’,  /3',  et 
y'  exprimées  en  fonctions  de  a ,  b  et  r  conformément  aux  équa¬ 
tions  (23)  et  (24),  nous  aurons 

(£a  — oM),a  zz  \cc  *J-  my  4*  w$  —  ÆTp 

tsa  (/2  -J-  2mn).a  4“  [n2  4“  2^w0  ^  4*  (w*2  4*  ^n).c 

—  (/m  In  -J-  mn) .  (a  4*  b  ■+■  c ) 

(/2  -f.  mn —  /»1  —  /»).fl-]-(n2  4*  Un  —  In  —  mrij.b 
4*  -J-  ln  —  îm — mri).c 

i=  (l - m)(l-  ri)  .a  (n-  f)(n-  tn)  .b  -\-  (m  -  rj(m  -  n) . c j 

(L*  —  5 JH), b'  zz  Iß  ^  mot  ^  ny —  Mp 

zz  («3  -f-  2/m)  .  a  4"  (m3  -("  2/») .  b  4*  (/2  4-  2»J»).  C 

— (/wj  -J-  f»  4- mw)  •  (a  4" b  4" c ) 

zz  [112  4"  tfn  —  —  tnnj.a^  ( m 2  4“  ^ m  —  mn).b 

4-  (/2  4* mn —  — ^0* c 

e=  (m  -  y  («  -  m) .  0  4"  (m  ■  y  (w  • M)  •  ^  4“  w)  n)  • f  » 

(L3  —  ôM).c'  =/y-f-m/3  4 -nct  —  Mp 

zz(m2  4“  2/»). a  4"  (/2  4*  a*»»)  **4“  (n*  +  2^)*f 

—  (/m  4-  /»  4-  mn)  .(fl  4*  ^  4“  r) 


2. 


33o 


_ 


~ (m2  4  In- —  Un — inn) .’  a  -J-  (/ 2  -y  mn  — •  /?« — In) »b 
4  (n*  4  Un  —  ln  —  mn) .  c 
s=(in  —  IJ  ( m  * —  »)  .  «  4  (/ —  «2)  (/ — ?*) .  Z>  4  (n  - 1 )  (n-tn).c7 
(L*  —  3JH) .  «" = l*  +  ml 3'  4  «y  '  —  JKTp 

es  (/2*4“2i»»).fl  +  (wa  +  iln).b  -f-  (»a  -fr-  2 Im) . c 

—  (Im  4  In  4  mn).(a  4  b  4  c) 

(lz  4  mn  — -  Im  —  ln). a  4  (m2  4  In  —  Im  —  mn),b 
4-  (n2  -|r  Un  —  /»  * — 

ss  (l-~~m) (/ — ») . ß  +  (?«  -  /)  (m -n).b-+-(n-l) (n-m) .  £ 
~ oM)>b' zzzlß'  4"  w/y ,  4  ncc  —  Mp 

zz:  (mz  4  sin),  a  4“  (»*  -fr-  2lm).b  4  (/a  4  2 mn)).c 

—  (/;»  4  In  4~  mn) .  (a  +  b  4-  c) 

=  (m2  4~  ln  —  Im  —  mn) .  a  +  (1 2  +  mn  —  /«»  —  /»).  r 
4  (»Ä  4*  Im  -—In  —  *»») . b 

ES  (»1  —  /J  («i  —  ») .  fl  4-  («  — 1 1)  (»  —  w) .  £  4  (/- *»)  (/-«).  f  ; 
+  4-  »S'  —  Mp 


ss  («a  4“  slm).a  4"  ( 1 2  4"  2inn)b  4“  (wia  4  2  In)c 

— —  (/;«  4"  /ß  4'  ffifi) .  (a  4 ~  b  4“  0 
=  (h  —  IJ  (n-—m) .  a  4// — -f»)  (/ —  «)  6  4  (m  -  lj(m-n).  : 


V“3 


35i 


— 


c’est  à  dire ,  qu’en  faisant  pour  plus  de  brièveté 

(/  —  in) .  (/  —  »)  _  _  (in  —  /)(f»  —  ») 

_£.=  —  5JH  A’  Z,2  —  3ÆT 


=  A* 


et 


(«  —  /J  .  (;z  —  «/) 
L*  —  5Æ 


v? 


les  valeurs  de  o',  6'  et  c'  seront  déterminées  par  le  système  des 
équations  linéaires 


a  zz:  A.  a  v  .  b  p>  c  l  .  .  (^7.1)  ] 

I 

b'  v.a  +  p.b  +  A.c  ;  .  .  (37 . 2)  J>  .  ;  ,  (37^ 

I 

c'  trap. a  +  A.6  +  r.f  ,  i  ;  (07.5)  J 

tandis  que  celles  de  a ",  et  r”  seront  déterminées  par 

a  zzzA.a  -f-  p.b  *-|—  v.c  •  «  •  (08.1)  1 

I 

b  ~  p.a  -f-  v  ,b  ■+•  A  »c  .  •  •  (08.2)  ^  •  »  .  (J8) 

I 

c"  =3  v .  a  -f-  A . b  •+•  p.c  •  .  .  (ô 8 . 5)  J 

ce  qui  fait  voir ,  que  si  l’on  représente  par 

x%  —  Q.x2,  -1“  î3l-x  —  92  =  o  (09) 

* 

l’équation  dont  A,  p  et  v  soient  les  racines,  l’éqvation  (55J  ré¬ 
sultera  des  équations  (1 5 .  o)  et  (3g)  tout  comme  la  réduite  (22.2) 
a  résulté  des  équations  (i5.o)  et  (i?)j  de  même  que  l’équàtion 
(35)  en  résultera  tout  comme  la  réduite  (22 . 1)  a  été  dérivée 
des  mêmes  équations  (i3.o)  et  (i5J. 
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$.  l5‘ 

Pour  avoir  les  valenrs  de  S ,  2)1  et  îfl ,  rappelions  nous  que 
(1  —  m).  (I  —  n)  =3  l2  —  l(m  4-  n)  -J-  ma 

=  lz  —  l(m  -f-  n)  4-  M  —  l(m  -H  n) 
zz.  l2,  —  2  l(m  +  n)  4-  M 
=  /2  —  2i(L  —  l)-+-  M 
==  3/2  —  2L/  4-  ÆT, 

f»i  —  /J  («  — w)  zzloui1 —  sLj/j  M ,,  et 

fn  — l) .  (n  —  m)  =  5»2 —  2L»  +  ÆT  , 

il  est  évident  ,  qu’en  faisant 

v  =  5 y2-  —  2 Ly  4"  Æf» 

et  en  éliminant  y  par  le  moyen  des  équations 

y 3  —  Ly*  4-  My  —  N  =  o, 

5y2  —  zLij  4-  ÆZ  —  v  zzz  o  y 

l’équation  qui  en  résultera  ,  c’est  à  dire 

t;3  —  ( L 2  —  57UJ  .  i;* 

l=o  .  *  .  (4o.i) 

4-  UM*  — 4L3  AT  +  iSLMN  —  4Æ73  —  27  iV2i 
sera  celle  qui  aura  pour  racines  les  valeurs  de 

(7  —  tu)  (l  —  n)  y  ( m  —  l)  ( m  —  n)  ,  et  (n  —  l)  ( n  —  m J; 

et  par  conséquent  l’équation  qui  aura  pour  racines  les  valeurs 
mêmes  de  A,  ju  et  v  sera  celle,  qu’enfin  on  obtiendra  de  celle- ei, 
en  y  faisant 
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(Lz  —  5  MJ.x  =  v . *  .  . 

ce  qui  après  tout  donnera 

L2M2  — 4L 3  Af  +  1 8  LM N —  4 M 3  —  27 N*  __ 


je?  — jp*4- 


5jfcT)J 


de  sorte  qu’enfin 

8  sera  =  1  ,  ^  ==  1  ,  et 


_  LfM2-—  4A,3  Af  -f-  iZLMN—m*  —27  AT* 


5^ 


et  delà  en  vertu  des  équations  (2.5)  et  (26) 

p  =  p  =  8. /7  =  p  .  • 


î=2  =  Ï . 

et  pour  déterminer  r'  et  rf  par  Féquation  (27.6) 

.v2  —  [2 r  -j-  0î(2p3  —  9 pq  -{•  2jr)]x 

r 2 — 9Z(2/73r  — /?252  —  9Pqr  +  4(Z3)il:=:o 
-j-$ïïJOs  —  9 P4 5  +  27P252“H  2723) 
dont  enfin  la  résolution  donnera 

{;-!  = 

9î 

r  4 - (2/7 3  —  9i?7  -f-  27r) 

2  •  *  1 


- 1 

—  J/7— ^  +  2;97,(^5f— — i8pfi-  +  4g34-27fJ)  j 


(4o.  2) 

o..  ,(4o.5) 


(41.1) 

(4 1.2) 


.. .  (4 1.5) 


. . .  (4 1.4) 
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Au  reste  on  peut  remarquer  par  rapport  à  l’équation  (4o.i), 
que  son  dernier  terme  étant  le  produit  de  toutes  ses  racines 
prises  avec  un  signe  contraire  ,  il  en  résulte  que 

4Lj  N  —  L2  JH2  —  îüLilllN  -f-  4 Hl3  — 1-  27 N2 

=  —  (l —  ni)2,  fl  —  n)2  .(ni  —  n )2  ,  .  f  .  ,  (42. 1) 

et  par  des  raisons  absolument  semblables 

4 p*  r  —  p2  qz  —  iSpqr  +*  4^3  +  277** 

SS  —  (a  —  b)*. (a  —  0*  '(b  —  0?' . (42.2) 

tout  comme  nous  l’avons  déjà  observé  dans  l’équation  (27.7) 
d’où  enfin  il  s’ensuivra,  que,  pour  que  /,7«  et  7 1,  n,  b  et  c  soient 
toutes  réelles,  il  faut  absolument  que 

’4L3  AT  —  L2M 2  —  iSLMN  4-  4  M3  4-  27  N2, 

et  4 p3  r  —  j p2,  q2  —  1  Spqr  4-  4^3  +  277** 

soit  négatives  ;  et  qu’au  contraire ,  si  elles  sont  toutes  les  deux 
positives,  ni  /,  m  et  n,  ni  a,  b  et  c  ne  sauroient  être  réelles. 

§•  16. 

Ce  que  nous  venons  d’avoir  démontré  ci- dessus,  à  savoir 
qu’étant  donnée  une  équation  quelconque 

X 3  —  px2  4*  qx  —  y  =  o  ;  ;  .  .  .  (i5.o) 

avec  sa  réduite  correspondante 

X 3  —  Px2  4-  Qx  —  R  =0  ;  .  .  .  .  (22.1), 
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il-y-anra  toujours,  outre  l’équation  (îô.o),  une  autre  telle  que 

X 3  — ■  p'  .X*  -H  q'x  —  r'  cs  o  . (oo) 

qui  nous  donnera  la  meme  réduite,  nous  l’aurions  pu  déduire 
encore  de  la  seule  considération  de  cette  réduite.  En  effet  l’hy¬ 
pothèse  même,  que  les  équatious  (10.0)  et  (35)  ont  une  réduite 
commune,  nous  donnera 

L.p  -s  P  ==  L.p' , 

M P2  +  (L2  —  3 M)q  =  Q  =  Mp*  -h  ( L*—oM)q , 

d’où  il  s’ensuivra  que  par  conséquent 

p'  sera  toujours  et  q'  =  g  j 

Quant  à  i?  nous  aurons  par  l’équation  (27.6) 

[•?  A7/?3  -f-(LM —  9^/77-+.  (  2  L 3  — gLM  -f-  27WXI 
-t  Nzps  +{L2  M2-+qLMN—4Mi  —  2L1  Nj.pir 

— <qNz)p4  q  -i~CL3  N  —  qLMN+  MH2qNz)p*q* 

4 -  CL* M+9L1  N—  9 L*  Mz  — <27  LMN-{-  1 SÄP) .  pqr 
—  (4L5 N  —  Lz  Mz  —  i%LMN-\-  27 N2  -f  4M3) ,7* 

-t-fL5—  qL'M'+s’/LïM2  —  27M3).**2 


K 2  — [2iV/?3  H-(LM — gAQ^-f  (2Z,3  — gLÆZ-f-  27iVy']  # 

4M3— 2Z,3  N).p>r' 

• \-(LMN — 9  2V2)  p4^r  -j-  (£3  j\r — §LMN~ï-M2-{-  2j  Nz)\pzq2 
-ï-(L4M-{-9L3iV — 9L2  M2 — 27LM.ZV4-  i8M*).pqr 
—  (4L1  i\T—  Z,2M2  —  i$LMN-i-27Nz  +  '±M'>).qi 
4-(Ls  —  9L4  M-\-2rjLz  Mz  —  27M3) 
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4^4. 


et  par  consequent 

(£*—  3/tfj3  .(ri-~r*)-+-(LAM-i-$LriN+iniyP-~9L*M2  —' 
2jLMN)pq.(r'  —  rj 

-4-(L2  AP  +  yLMN — 4Æ73 —  2L3  iVj,/?3  (*•'— r) 

— (2  L3  —  gLI  +|27i\r).Äfr'— r) 
dont  enfin  la  resolution  donnere 


ou 


r  z=  r 


ou  bien 


(Lz-  5M)3  ,r'=  (9  L*  M*  +  2  7  LM  N-  LAM-  9L3  N-  1 8^3)  .pq 

-f  (4M3  -f-  2L3  N—L3Mz  —  9LMNJ.p 3 

—  (9LM —  2L3  —  27.Vj.ff 

—  (L6  —  9L4  M  -|-  27La  M2  —  2rjM%)r 


o 


. ,  •  (4d.o^ 


§•  >7- 

Pour  -éclaircir  tout  ce  que  nous  venons  d’avoir  démon¬ 
tré  par  un  exemple,  prenons  l’éqnation 

X 3  —  i4x2  -J-  —  7o  s  o  .  .  .  ,  (44.o) 

dont  nous  supposerons  qu’on  ignore  les  racines 
«  =:  7 ,  £  =  5 ,  et  c  zz  2  , 

et  *3  —  8#*  -}-  19*  —  la  =  0  ,  .  .  (44.  1) 

dont  nous  snpposerons  qu’on  connoisse  les  racines 

/  =  4,  m  ss  5, 


et  a  zr  1  ; 
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nous  en  aurons 
P  =  i4,  5  =  5g,  r  =  70, 

L  =  8 ,  ill  =  1  g ,  et  iV  =  12  , 

et  delà  par  l’équation  (26) 

P  =  P'  =  112, 

ainsi  que  par  l’équation  06) 

Q  =  Q'  =  4i57; 

enfin  la  formule  (27,6)  donnera  pour  la  détermination  de  i?  et 
i?"  l’équation  suivante 

X 2  — •  100800#  -J-  254oi5igoo  =  o  .  .  (44.2) 

dont  par  conséquent  les  racines  donneront 

R  5o4go,  et  R'  =  5o5io, 

de  sorte  qu’  ainsi  nous  aurons  pour  la  resolution  de  1  équation 
(44 .  o)  les  deux  réduites  suivantes 

X 3  —  W2xz  4i57#  —  5o4go  —  o  •  (44. 0) 

et  #3  — •  112 X2  -j-  4i57^  —  fiooio  =  o  .  .  .  (44.4) 

dont  la  première  aura  pour  raciues  les  valeurs  du  système  des 
fonctions 

J"  4fl  +  U  +  f  es  45  ) 

^  oa  -f*  b  -f-  de  =  54  . (44.5) 

i  I 

a  +  db  4.  oc  =  55  J 


do. 


w 
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et  la  seconde  le  système  des  fonctions 

f  4 «  .+  *  .+  3f  ==  39  1 

a  — ob  4 c  ^  5o  ^  ....  (44.6) 

I  Sfl  +  4S  4-  c  =  43  j 


Mais  après  tout  il-y-aura  outre  l’équat  ion  (44.o) ,  encore 
deux  autres,  dont  l’une  aura  l’équation  (44.5),  et  l’autre  l’équa-  . 
tion  (44.4)  pour  réduite  commune  avec  l’équation  (44.  o);  et  en 
substituant  convénablement  les  valeurs  respectives  dans  l’équation 
(45. o),  nous  aurons 

543/  zz  io55oi8  —  20 R 

ce  qui  donnera 

pour  R  =  5o4go,  /  =  2lly8  j 
et  pour  R  zi  5o5io,  /  = 

de  sorte  qu’ainsi  l’équation  (44.5)  ne  sera  pas  moins  une  réduite 
qui  conviendra  à  l’équation 

*3  —  i4*2  4-  5g*  —  2}fi-  =  o  .  .  ;  (44.7) 

aussi  bien  qu’à  (44.o);  de  même  que  l’équation  (44.4)  sera  éga¬ 
lement  la  réduite  de 

*3  _  +  5gx  —  2f|f8  =  o  .  .  :  (44.8) 

que  de  (44. o). 

En  effet,  bien  que  les  racines  de  l’équation  (44.7)  soient  tou¬ 
tes  autres  que  çelles  de  (44.0),  à  savoir 
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a'  =  V  ,  6'  =  V  ,  et  c'  =  V 

il  n’en  est  pas  moins  évident  que  le  système  des  valeurs 

4 a  3 b'  +  c'  —  45  ] 

Sa'  +  b'  4-  4c'  =  33  [  i  .  ;  :  .  (44. g) 
a  4.  U'  +  5c' =  34  ! 

est  absolument  le  même  que  celui  des  (44.5),  et  par  conséquent 
l’équation  (44,5)  nous  laissera  toujours  dans  l’incertitude,  d’où 
on  l’aura  obtenu  dans  le  cas  actuel,  à  savoir  ou  de  l’équation 
(44.0),  ou  bien  de  (47.7)5  et  tout  de  même,  quoique  les  raci¬ 
nes  de  l’équation  (44.8)  soient  encore  toutes  autres,  à  savoir 

a  —  y*  i  b  zz  y  ,  et  c  =  T  , 

le  système  des  valeurs  numériques  des  fonctions 

4 a"  -J-  4-  5/  “  45  4 

a''  -p  5b''  4*  4/  zzz  5o  .  .  ,  (44,iO) 

3a"  -f  4 b"  +  c"  =  5g  ) 

n’en  sera  pas  moins  absolument  le  même  que  celui  des  fonctions 
(44.6);  ce  qui  fait  voir  que  l’équation  (44.4)  nous  laissera  dans 
l’incertitude,  si  en  effet  il  s’agit  de  l’équation  (44. o),  ou  de  (44.8); 
de  sorte  qu’en  commençant  par  la  résolution  de  l’équation  (44.2), 
d’où  résulteront  d’abord  (44.5)  et  (44,4),  on  courra  toujours  le 
risque  d’avoir ,  soit  les  racines  ci\b'  et/,  soit  même  a",  b"  et  c  , 
au  lieu  des  vraies  racines  a,  b  et  c  dont  il  s’agit  actuellement. 


34° 


18. 

Jusqu’ici  nous  avons  supposé,  qu’il  s’agisse  de  déterminer  a,  b 
et  c  par  le  moyen  de  toutes  les  racines  u ,  /3  et  y  d’une  quel¬ 
conques  des  réduites.  Mais  enfin  les  équations  (5 1.1.2. 3)  les 
donnant  toujours  sous  la  forme  indéterminée  de  ■§,  dans  le  cas 
de  L 2  —  3M  —  o,  il  en  résulte  que  dans  ce  cas  la  connoisance 
seule  des  racines  de  l’une  des  réduites  ne  suffira  pas  pour  leurs 
détermination  complète  ;  d’où  il  s’ensuit,  qu’en  effet  on  sera  in¬ 
dispensablement  nécessité  d’employer  tant  l’une  que  l’autre  de 
ces  réduites.  Or  en  faisant  cela,  il  est  bien  évident,  que  tant 
que  rien  ne  nous  aura  déterminé  à  représenter  par  a,  b  ou  c 
l’une  quelconques  des  racines,  dont  il  s’agit,  préférablement  à 
l’autre,  nous  pourrons  toujours  supposer  telle  des  deux  réduites 
qu’il  nous  plaira  d’avoir  pour  racines  les  valeurs  numériques  du 
système  des  fonctious 

la  -j-  mb  +  ne 

ma  +  nb  +  le  l  .  ;  .  .  ;  .  (21,1) 

na  -f-  lb  -f-  me  J 

et  par  conséquent  l’autre  d’avoir  pour  racines  celles  du  système 
la  ~h  nb  -f*  me  \ 

na  -f-  mb  +  le  \  •  .  .  .  .  •  (21.2) 

ma  -f -  Ib  ne  I 


- -  <z/r  ^ 

■  '  ■  ^ W’N«-^ 

De  plus  rien  ne  nous  empêchera  de  représenter  par  la  -|- 
mb  -j-  ne  telle  des  racines  a,  ß  ou  y  qu’il  nous  plaira  \  niais 
après  nous  avoir  déterminé  à  cet  égard,  de  manière  à  supposer 

la  -\-  mb  ne  —  a, 

et  bien  qu’il  n’y- aura  point  de  doute,  que  a\  ß'  et  y'  ne  re¬ 
présenteront  les  valeurs  numériques  du  système  (21.2),  nous  n’en 
seront  pas  moins  en  suspens,  si  ce  sera  u,  ou  ß'  ou  y’,  qui  doit 
être  représentée  par  la  mb  -j-  ne.  Or  supposant  que  ce  soit  oc  , 
de  manière  que  les  vraies  valeurs  de  a,  b  et  c  soient  déterminées 
par  ce  système  d’équations 

la  -f*  mb  -I-  ne  =  oc  \ 

la  “J-  nb  4—  me  a  \  •  «  •  •  •  (4o.o) 

«  -4-  b  -J-  c  =  p  1 

d’où  résultera 

(5/  —  L) .  a  =  ( l  —  L)p  a  -f-  a  ' , 

(5 /  —  L){m  —  w) . ù  —  l(m  —  n)p  -+■  (I  —  *»)*  HH  f«  —  l)u  i 

(51  — -  L) (m —  n).c=l(m  —  n)p  +  (»  —  l)a  4-  (/’ — ni) a' , 

il  est  évident,  qu’en  effet  nous  aurions  d’autres  valeurs,  (qua- 
près  tout  nous  pouvons  représenter  par  a'",  b'"  et  c",  et  que 
par  analogie  nous  pourrions  appeller  fausses  racines  de  l’équa¬ 
tion  dont  il  s’agit)  en  supposant  que 


la"  + 


la"  -f.  mb'"  -f-  ne"  =  ce  } 

1 

la"  -{-  nb'"  +  me"  —  /3  ^>  .  .  .  .  (45. 1) 

I 

a'"  +  b"'  -H  c"\  =  p  J 

d’où  résulteroit 
(5  l—L)a"  = 

(.3/ — £)(;// —  »)£"'  =  /(?»  —  n)p  -+-  (/ — ?«)  oe  —  (/  —  n)ß'  , 

(3/ — L){tn—n)c"  =  /(*»  —  «)/7  — ’(/ — »)«  -f-  (/  —  w)/3J'  ; 

enfin  d’autres  encore,  que  nous  pouvons  représenter  par  aIV, 
£IV  et  cIV,  en  supposant  que 

/atT  -f"  4“  n£ly  =  &  , 

la'?  4-  w£rv  4  mclv  =  y' , 

ntv  fiv  =  p  , 

ce  qui  donneroit 

%  i 

(3/-—  L)aIV  =  (/  —  L)p  -f-  ce  +  y'  , 

(5/  —  L)  (wj  —  »)  b IV  =  /(m  —  n)p  +  (/  —  7«)  as  — »  (/  —  m)  «y  ' 

(3/ —  L)(m  —  n)clv  =  l[m  —  n)p  —  (/ — n)cc  4- (/ — »1)7'; 

de  sorte  qu’ainsi  dans  l’hypothèse  de  la  4*  mb  -j-  ne  =  ce  nous 
courrons  toujours  le  risque  d’avoir  les  fausses  racines  a",  b'"  et 
c"\  ou  bien  aTT,  èIV  et  rIV-,  au  lieu  des  vraies  a,  b  et  e  dont  il 
s’agit. 


r^— 

'svSfv' 
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De  même,  en  faisant  la  «f-  mb -J- ne  =  /3,  on  courra  encore  lê 
risque  de  six  autres  fausses  racines,  et  enfin  de  six  autres  encore  en 
faisant  cette  fonction  =  y,  ce  qui  fera  en  tout  dix- huit  fausses  ra¬ 
cines  en  partant  de  la  considération  seule  des  fonction  la mb ne 
et  la  +  nb  +  me.  Par  la  même  raison  il  y-aura  encore  dix- 
huit  autres  fausses  racines  en  partant  de  la  considération  des 
fonctions  ma  +  nb  -J-  le  et  ma  -p»  Ib  4-  ne,  et  enfin  de  dix-huit 
autres  en  partant  de  la  considération  de  na  Ib  4-  me  et  na  -p 
tnb  -H  le;  de  sorte  qu’après  tout  en  partant  de  la  considération 
d’une  racine  de  la  réduite  (22.1),  et  d’une  de  (22.  2),  on  cour¬ 
ra  effectivement  le  risque  de  54  racines  fausses,  tant  qu’on  ne 
saura  pas  à  laquelle  des  fonctions  du  système  (21.1),  ou  (21.2) 
on  doit  égaler  telle  ou  telle  racine  de  quelqu’uue  de  nos  rédui¬ 
tes.  Or  en  effet,  cela  ne  sauroit  manquer  d’etre  tousjours  le 
cas  tant  que  nous  ne  serons  pas  venus  à  bout  de  la  résolution 
même  de  l’équation  dont  il  s’agit.  Donc  pour  éviter  tout  l’em¬ 
barras  de  ce  risque,  il  faut  absolument,  qu’après  avoir  déter¬ 
miné  la  valeur  numérique  de  la  «P*  mb  4-  nc  par  telle  racine  cc 
que  ce  soit  de  l’une  quelconque  de  nos  réduites,  on  procède  à 
la  détermiuation  de  celle  de  a  par  la  formule  (19.63  ou  £19.7)  5 
ensuite  de  quoi  on  aura  b  par  l’éqnation  (10.6),  et  puis  enfin  e 
par  l’équation 

ne  =  ce  —  la  —  mb. 

Enfin,  nous  en  aurons  toujours  le  même  système  de  racines  pour 
& ,  b  et  c  soit  qu’au  lieu  de  cc  on  substitue  /2  ou  y,  soit  même 


qu’on  y  subslitueroit  cc\  ß'  ou  y'.  Ainsi  quand  il  s’agit  de  la 
résolution  de  l’équation  (^4*o) ,  si  l’on  suppose  4a  +  56  -]-  c 
égale  à  telle  racine  que  ce  soit  de  l’équation  (44.5),  dont  nous 
prendrons  pour  exemple  54,  nous  aurons  par  les  équations  (17) 

D  —  7  5  E  =  52,  F  =  76, 
ce  qui  donnera  par  l’équation  (19.6) 

55a  =  -j-  G6 ,  ou  bien  a  =:  -f-  2  , 
et  par  l’équation  (i5.6),  6  ==  H-  7 

enfin  par  l’équation  4a  -f-  56  c  =2  54 , 

c  rr  54  —  8  —  ai  =  +  5. 

De  meme,  si  l’on  avoit  supposé  4a  4-  56  -|~  c  =  45, 
nous  en  aurions  eu  par  les  équations  (17) 
i)  7 ,  jE  =  88,  A  n:  -f-  265 

et  delà  enfin  b  =  7,  et  f  =  2  ;  de  sorte  qu’après  tout  il  en  au- 
roit  résulté  pour  le  système  entier  des  racines  dont  il  s’agit,  ab¬ 
solument  les  memes  valeurs  numériques  que  dans  l’hypothèse 
précédent. 

§•  *9- 

Bien  que  la  résolution  des  équations  (22.1)  et  (22.2),  dont 
(à  ce  que  nous  vu)  aucun  des  coefficients  ne  dépende  que 
de  la  résolution  d’une  équation  du  second  dégré,  soit  en  géné¬ 
ral  assujetti  à  toutes  les  difficultés  du  problème  même,  dont  il 
s’agit,  et  que  par  conséquent,  pour  en  venir  à  bout,  il  faut 


absolument  descendre  à  des  hypothèses  particulières,  par  rap¬ 
port  aux  valeurs  numériques  de  /,  m  et  «>  nous  n’en  avons 
pas  moins  cru  devoir  commencer  par  faire  voir,  que,  même 
dans  leurs  plus  grande  généralité ,  la  difficulté  ne  passera  ja¬ 
mais  en  dernier  lieu  celle  d’une  équation  du  troisième  dégré. 
Or  en  effet,  il  y- a  une  infinité  de  formes  particulières  de 
ce  degré  ,  dont  (en  vertu  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans 
le  6eme  paragraphe)  il  nous  sera  toujours  donné  d’avoir  toutes 
les  racines,  soit  par  des  équations  du  premier,  ou  du  second  dé- 
gré,  pourvu  qu’on  en  connoisse,  de  quelque  manière  que  ce 
soit,  une  rélation  quelconque,  qui  puisse  être  exprimée  par  une 
équation  linéaire,  telle  que  KA  -{-  f*B  -J-  vC  =  s,  où  A,  ju,  v 
et  s  soient  des  nombres  donnés.  Donc  il  en  résultera  que  toute 
cette  recherche  se  réduira  toujours  en  dernier  lieu  à  savoir,  si  tout 
bien  considéré,  l’on  ne  pourroit  pas  déterminer  les  valeurs  de 
/,  m  et  n  de  manière  à  satisfaire  à  une  telle  équation  quelcon¬ 
que.  Mais  en  entamant  ce  problème,  il  est  aisé  de  voir,  que, 
tant  que  les  coefficients  p,  q  et  r  resteront  indéterminés ,  l’équa¬ 
tion  qu’on  en  aura  pour  déterminer  /,  m  et  n  ne  sauroit  man¬ 
quer  d’avoir  elle  même  des  coefficients  également  indéterminés, 
ce  qui  nous  feroit  éternellement  décrire  le  même  cercle  vicieux-, 
que  nous  avons  ci-devant  remarqué  par  rapport  au  équations  du 
second  dégré  ;  de  sorte  qu’enfin  les  équations  du  troisième  dégré 
ont  cela  de  commun  avec  celle  du  second  dégré,  à  savoir  qu’il 
n’y- a  point  de  forme  particulière,  à  laquelle  on  les  puisse  ré- 

44. 


( 


duire  dans  tous  les  cas ,  exceptée  celle  des  équations  à  deux  ter¬ 
mes  telles  que 

*3  _  R  o 

Mais  aussi  toutes  les  équations  du  troisième  degré  pouvant  être 
ramenée  à  cette  forme  ,  il  en  résulte ,  qu’étant  donnée  en  géné¬ 
ral  la  fonction,  qui  dans  tous  les  cas  soit  supposée  de  repré¬ 
senter  la  solution  de  celled,  nous  n’avons  pas  besoins  d’autres 
pour  être  dans  tous  les  cas  raaitres  absolus  de  la  résolution  de 
ces  équâtions. 


§.  20. 

De  tout  ce  qui  précède  il  s’ensuit,  qu’étant  donné  l’équa¬ 
tion  avec  des  coefficients  indéterminés  de  la  forme  générale 
X 3  —  px2  4-  qx  —  y  =  o  , 

dont  on  se  propose  d’avoir  les  racines  a ,  b  et  c  par  le  moyen 
des  valeurs  qu’il  s’agit  de  déterminer  d’une  fonction  linéaire  de 
la  forme  la  +  mb  +  ne ,  on  ne  sauroit  éviter  de  supposer,  que 
/,  m  et  n  ne  soient  les  trois  racines  d’une  équation  telle  que 
* 3  —  N  =  o,  dont  pourtant  N  pouvant  être  quelconque,  il 
nous  sera  toujours  permis  de  le  supposer  =  î.  En  vertu  de 
cette  hypothèse  nous  aurons  L2  —  5 M  zzz  o,  de  sorte  qu’ainsi 
les  valeurs  de  a,  b  et  c,  qni  résulteront  des  formules  (ôi.i,  a 
et  5)  se  présenteront  sous  la  forme  indéterminée  de  §  ,  ce  qui 
fait  voir,  qu’en  effet  on  ne  sauroit  les  déterminer  par  la  consi¬ 
dération  seule  des  racines  de  l’une  des  réduites,  soit  de  celles  de 


x1 — R  ~  o ,  ou  bien  de  celles  de  x3  — -  R'  e=s  o.  Dans  ce  cas 
il  faut  donc  déterminer  la  valeur  de  a  mb  -j-  ne  par  une 
des  racines  quelconque  de  l’équation  x 3  —  i?  =  o,  que  nous 
représenterons  par  os,  et  a  -J-  nb  -f-  me  par  une  de  celles  de 
l’équation  x3  — •  R'  ~o,  dont  pour  savoir  laquelle  en  effet  on 
doit  employer  ,  faisons  remarquer  qu’en  supposant 


a  -f*  mb  +  ne  =  oc  , 
a  nb  — me  —  oc  7 

a  -4-  b  -f-  e  p , 


.  .  .  (46. o) 


nous  en  aurons 


3a  =  œ  +  +  f ,  .  .  .  •  •  (46.i) 


et  qu’à  cause  de  «i2  -=  «  , 
nous  aurons  de  plus 


M2  =  «î,  et  jtîjî  =  i  ; 


wo  +  -j-  r  =3  wfes  ,  ] 

! 

na  -f-  mb  -f-  c  =  wes'  , 

I 

a  — b  -f-  ^  — -  p  ?  J 


(46.2) 


ce  qui  donnera 


Zc  zn  ni  x  +  net'  +  p  y  .  ^  .  •  (46,3) 


enfin 


na  +  b  +  me  su*,) 


ma  +  b  +  «f  =  mec  ,  ^  .  (46.4) 

fl  — j —  1)  " — p  1 


d’où  resultera  5b  —  nu  +  ota'  +  p  ; 


(46 . 5) 


.  r  f 

De  plus  en  multipliant  et  par  et  ,  et  en  observant  que 
=  —  i ,  nous  aurons 

•  j  >  O  —  ;  _  . .  '  •  •  x  .  •  »  M  .  ,  .  i 

ec.cc  =  n2  +  é2  4“  r2,  -f*  (w  -f*  n)  .(ab  -f-  ac  +  Z>r) 

=z  (a  +  b  +  r)2  —  ô(ab  +  ac  -j-  be) 

~  p 2  —  oq 

de  sorte  que  les  coefficients  p  et  q  étant  supposés  réels,  ce  pro¬ 
duit  le  sera  nécessairement  de  même.  Or  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  et  et  et',  soit  réellles,  soit  imaginaires,  elles  seront 
toujours  comprises  sous  la  forme  de  $  s  —  î) ,  et  9  -f~ 
«V(-0.  ce  qui  donnera 

oc  os  =  0  -\-  9)  -]-  (s  -]-  *j)  V( — 1)> 
et  et'  =  ($9  —  6*i)  “H  \/( — l) 

de  sorte  que,  si  l’on  fait  attention,  que  toute  équation  du  troi¬ 
sième  degré  aura  au  moins  une  racine  réelle  que  l’on  pourra 
désigner  par  a,  et  que  par  ce  que  nous  venons  de  démontrer 
et  +  &  _  ôci  —  p ,  il  en  résultera,  qu’en  effet  nous  aurons 

tout  à  la  fois  tant  et  ^  et  \  que  ct.cc'  réels;  et  par  conséquent 

tant  s  r\  =  o,  que  iïvj  s  9  =  o, 

i 

d’où  résultera  v\  t==  —  f,  et  0  =  ^ , 

de  sorte  qu’ayant  obtenu  ctf  =  $  ^  e  \/ { —  i) 

il  faut  absolument  qu’on  ait  oc  =  J  —  s  \/( — O» 

en-sorte  que  si  en  générale  nous  représentons  par  à  -]-  — i) 
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une  racine  quelconque  de  quelqu’une  des  réduites  x 3 —  7?  zz  o, 
ou  -v5  —  R  zz:  o,  et  si  au  lieu  de  m  et  n  nous  substitutions 
les  valeurs  numériques  que  nous  leur  avons  assignées,  nous  au* 
rons  pour  les  trois  racines  dont  il  s’agit 

oa  zz  2$  -j-  p  ,  ^  .. 

ob  zz  —  e  V(3)  -f  p,  )>  .  .  .  (46.6) 

I 

OC  =  —  3  —  s  V(3)  +  p ,  J 

"*  ï  *  A  ♦  •  ;  v  *  /  *  '  •  .  .  •  >  f  >  *  j 

'§.  21. 

Avant  de  quitter  cette  matière  il  ne  sera  pas  hors  de  lieu 
d’avoir  remarqué,  qu’étant  données  en  général  des  valeurs  nu¬ 
mériques  quelconques  /,  m  et  »,  l’équation  (20.0),  que  nous  a- 
vons  supposé  déterminer  de  la  manière  la  plus  générale  les  va¬ 
leurs  de  oc  j  ne  sauroit  convenir  qu’à  l’équation  unique 

x3  —  pxz  -|-  qx  —  r  =  03 

puisqu’en  effet,  si  l’on  supposoit  qu’elle  conviendroit  encore  à 
celled 

x 5  —  p'.zz  -J-  q'.x  —  r  =0 

cela  ne  sauroit  après  tout  arriver,  à  moins  que  L.p  ne  fut  = 
L.p'  ce  qui  feroit  p'  ==  p.  De  plus,  il  faudroit  encore  qu’on 
eut 

{L5  -f  2lll)p*  +  ïM)  P*  4-  2  {L2—3M)$, 


55o 

ce  qui  donnerpit  q  '  —  q.  Enfin  il  faudroit  de  même  qu  on 
eut 

2(A I-}-  LM)p3  +  (2L3  —  bLM —  $N)pq  -f  (2L3-9LM+  2q N)r 

=  2(AT  +  LM)p 3  +  (2  L 3  —  5  LM  —  9  N  )  pp  +  (2  L 3  —  $LM  +  27  N)r 

d’où  résulteroit  W  =  v ;  de  sorte  qu’après  tout  ces  deux  equa¬ 
tions  ne  seroient  qu’identiquement  les  memes.  La  seule  exce- 

i 

ption  qui  sauroit  avoir  lieu  ici ,  est  le  cas  meme  dont  nous  ve¬ 
nons  d’avoir  traité,  où  L  et  M  sont=:o,  et  où  par  conséquent, 
de  ce  que  o.p  =  o.p',  et  o.p'2,  -J-  0  .q',  0  .p2  -|-  o.ç,  il 

ne  s’ensuit  pas  que  p  =r  q.  Dans  ce  cas  l’équation  (ao.5) 
donnant 

a6  — :  (2 p*  —  9 pq  -]-  sjr)  a*  -j-  (p*  —  3 q)>  =  O 

il  en  résulte,  que,  pour  nous  conduire  à  cette  équation,  il  faut 
que 

(p'2  —  oq'y  =  {p2  —  3ÿ)3, 

ce  qui  donne  p 2  —  5q'  =  «("p1 —  3q),  quand  même  n  seroit 
une  racine  cubique  imaginaire  de  l'imité.  Or  pour  que  celà 
puisse  ayoir  lieu  pour  des  valeurs  même  indéfinies  de  p  et  q,  il 
faut  absolument  que  q  soit  =  uq ,  et  delà,  p'2  rrrzz.p2“  m2.p2, 
c’est  à  dire  p'  z/zp,  où  il  est  évident  qu’en  effet  le  signe  — 
ne  sauroit  avoir  lieu,  par  la  considération  seule  que, 

2// 3  —  9P' q'  ■+*  27/  doit  encore  être  =2 p3  —  gpq  -f-  271- 

d’où  enfin  r'  sera  de  plus  zur  y  de  sorte  qu'ainsi  l’équation,  qui 


t  _ i 

— w  ‘s*-*'" 

déterminera  toutes  les  valeurs  de  ce,  conviendra  également  à 
l’équation 

X »  —  mp\x*  4*  nq.x  —  r  =  o, 

et  X’  —  np.x2  -+-  mq . x  —  r  zzz  o  , 

qu’à  x 3  —  p.JC2  H-  —  r  —  o, 

ce  qui  fait  voir,  qu’en  faisant  usage  de  toutes  valeurs  de  a  in¬ 
différemment  ,  on  aurait  les  racines  d’une  équation  du  neuvième 

dégré ,  qui  seroit  le  produit  de  toutes  ces  équations  du  troisième 
degré,  c’est  à  dire,  qu’on  auroit  les  racines  de  cette  équation 

x9  —  ( p 3  —  5pq  -J-  5r)x6  -h(q3  —  ôpqr  4*  orz)x 3  —  r3  =z  o 

Or  x3  — (p3  —  ôpq-{-  or)xz  -\-(q3  —  5pqr-i-  or2)x  —  r3  =o 

étant  l’équation  même,  dont  o3,  6 3  et  c3  sont  les  racines,  il  en 
résulte  enfin,  que  a9  b ,  c ,  ma  ,  mb ,  me,  na ,  «r  sont  les  ra¬ 
cines  de  cette  équation  du  neuvième  dégré. 

§.  22. 

Quoique  en  général  la  solution  de  Cardan  ne  soit  pas  dé¬ 
duite  des  considérations  que  nous  avons  rapportées  ci-dessus, 
il  n’en  est  pas  moins  facile,  d’en  faire  voir  l’unilé  de  principe 
avec  ceux-ci.  En  effet  quand  on  oommence  par  supposer  qu’on 
ait  pour  une  racine  quelconque 

p2  — 

a  =  \p  4-  «  +  v,  et  uv  H - - -  , 


55a  =êSî=Ne5= 


il  en  résulte  que 


U  — |—  U  ~  .  fl  *  -J  p  fl 


fl  *+>  b  -f-  c  2fl — b — f 


et 


o 


fl2  _}-  b2,  -I-  r2  -4-  2û5  -f-  2flf  -f-  2 bc  —  3fl£  —  5ac] —  obc 

uu  zz: - - - 

9 

a7  -f-  b2  -f-  c 2  —  ab  —  ac  —  bc 

~~  9 

ce  qui  nous  donnera,  pour  déterminer  la  valeur  de  u  et  v, 
cette  équation 


X 


2 fl  — ■ b  —  c  a7  4-  b7  •+•  c2  —  ab  — ac  —  bc 

* — - *  Hh - 1 — - — -  —  o 


et  par  conséquent 

ga  —  b  —  c  +  \/[6bc  —  ob 2  —  3 12] 


i;i= 


ti 


2  fl  —  b  —  c  +  (  b  —  c  )  y' —  5 


c’est  à  dire  qu’on  aura 

l’un  =  4 [fl  +  £(  — 4  +  — — -)4*  c{—  * - —  °  )] 


2 


=  y  (fl  -4-  m  ♦  b  -f-  n .  r)  , 

et  l’autre  =  4 [a  +  b  (—  4  —  — - -  4-  f(  —  4  +  — —  )] 

2  2  /  J 

=  4  (fl  +  « .  b  -}-  m .  c)  7 
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jtéi 


de  sorte  qu’après  tout,  en  cherchant  les  valeurs  numériques  de  u 
et  I/,  on  ne  fait,  qu’à  son  insçu  même  chercher  celles  des  Jon¬ 
ctions  linéaires  a  -f-  mb  -}-  ne  et  a  -}-  nb  me. 


Quant  à  la  méthode  de  Bézout,  qui  commence  par  cher¬ 
cher  des  valeurs  u ,  v  et  z  telles  que  l'équation 
x 3  —  pxa  qx  —  r  =  o 

*  t  •  ;  *  (  \  ■  t  :  '  I 

*  « 

soit  la  résultante  de  l’é  limination  de  y  des  deux  équations 
x  hz  u. y*  -t-v. y  -t-z,  et  y 3  —  i  =  o  , 

il  s’ensuivra  des  trois  racines  de  y,  dont  chacune  conviendra  à 

V  ». 

une  racine  correspondante  de  x,  qu’on  aura 

a  zz  n .  u  -f -  m  .v  -f*  z  \ 


b  zz  tn .  u  •+•  n .  v  -f-  z  , 


C _  (t  4“  ^  H”  ^  y 

et  delà  03  =  a  -f-ê  -f-  =  p  î 

De  plus  en  multipliant  a  et  à  par  m  et  n  , 
m  .a  zz  u  -f-  nu  -+•  mz  , 

n.  b  =s  u  +  mu  -H  nz  , 

e  es  U  ■+“  V  Z  i 

et  delà  5»  zz  c  -+•  ni .  a  n .  b  ; 

% 

enfin  n .  a  zzm.u  -h  v  -H  nz  , 


4  5. 


s 


■  1  11  7À.  ■" 
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m.b  zz  it.ti  4-  1;  +  niz  , 
f  =  w  +  1;  H-  s , 
et  delà  5 u  zz:  £  •+■  «.a  4-  w.b\ 

De  sorte  qu’après  tout  la  méthode  de  BézoUT  ne  diffère 
quant  à  son  principe,  de  celle  meme  que  nous  avon3  considéré 
dans  ce  qui  précède. 

§.  20. 

Outre  la  méthode  de  solution  que  nous  venons  d’avoir  ex¬ 
pliquée  dans  ce  qui  précède,  il  y-en-a  encore  une  autre  due  à 
Tschirnhausen  dans  laquelle  on  commence  par  chercher  des 
valeurs  de  u  et  v  telles,  qu’en  éliminant  x  des  équations 

X2,  zz  u.x  v  *f  y  ,  et 

x'3  —  p.x*  4-  qx  — •  r  =  o, 

il  en  résulte  une  équation  à  deux  termes,  de  la  forme 

y3  —  A*  =  o. 

Or,  pour  en  venir  à  bout,  faisons  attention  que  l’équation 
^5  _  —  o  ayant  trois  racines  At  111 A  et  nA ,  dont  cha¬ 

cune  conviendra  à  sa  correspondante  a,  b  et  C  de  l’équation 
x 3  — >  px2,  +  qx  —  r  =0, 
il  en  résultera 

a3  =  a.u  4-  v  4"  A  , 

bz  =5  b, u  v  -{-  niA  y 

c3-  zz  eu  v  4“  > 


et  delà 
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Zu  =  û2  4  b7  4  t?'  —  (a  4*  b  4  0,M 

=  p2  —  2 £  —  /7 .«  j  ......  (47.0) 

enfin  ni.  b 2  zz  «i&.t*  4  mz;  4  nyf , 


îi.f4  zz  «f.w  4  «y  4  «1^, 
n.b2  z=z  nb.u  4  nv  4  ^  , 


m.c2  =s  me 

.  «  4 

mu 

4 

delà 

(a  4  mb  + 

ne) .  « 

— 

a2  4*  *»£2  4*  «c1 ,  • 

.  (47.1) 

SA 

zi  ß "  -f-  nbz 

+  î»f 

2  _ 

-  (a  -f-  nb  4  me),  a  . 

.  (47.2) 

En 

vertu  de  ce 

qui 

vient  d’être  démontré  nous  aurons 

a*  4- 

«  =  - r~ 

m .  6  2 

+ 

n .  c* 

▼  -  *• 

f  •  •  •  •  ♦ 

(47.3) 

a  4 

m.  b 

+ 

n.c 

ce  qui  en  effet  nous  fera  soupçonner  d’abord  que  l’équation,  qui 
déterminera  toutes  les  valeurs  dont  cette  fonction  est  susceptible 
ne  sauroit  manquer  d’être  du  sixième  degré,  à  savoir  dont  les 
racines  seront  les  valeurs  mêmes  de 


a2 

-f-  m&2 

4- 

11  ez 

a2 

4  «£* 

t 

~r 

me 2 

a 

4*  mö 

4- 

j 

ne 

a 

4 

4_ 

me 

m .  n 

>.z  4*  nh 

,2 

4  c2 

«a 2 

4  m£2 

4 

c2 

fW,  fl 

\  4" 

4-  *  ’ 

«a 

4  mb 

4 

e 

«n2 

4-  b  2 

4 

me2 

ma 

2  4“  ö2 

4 

ne2 

«a 

4  à 

4 

me 

ma 

4  b 

4 

ne 

- . 

Vs — vn  ' 
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Mais  en  faisant  attention ,  qu’après  tout  la  troisième  de  ces 
valeurs  n’est  que  la  première  même,  dont  on  a  multiplié  le  nu¬ 
mérateur  et  le  dénominateur  par  ainsi  que  la  cinquième  n’est 
encore  que  la  même  valeur,  dont  le  numérateur  et  le  dénomi¬ 
nateur  ont  été  multipliés  par  n\  de  plus  que,  par  des  raisons 
absolument  semblables ,  la  seconde  ,  la  quatrième  et  la  sixième 
sont  encore  les  mêmes  quoique  présentées  sous  des  formes  dif¬ 
férentes,  il  est  aisé  de  voir,  qu’en  traitant  l’équation  qui  dé¬ 
terminera  ces  valeurs  comme  étant  du  sixième  degré,  celleci 
aura  toujours  deux  racines  triples,  et  sera  par  conséquent  de  la 
forme  (a3  —  H.u  -)-  K )3  =  o  ;  de  sorte  qu’étant  représentée 
sous  la  forme  la  plus  simple  qui  lui  convient,  elle  ne  sera  que 
dn  second  dégrè,  a  savoir  u 2  —  H.u  K  o. 

Pour  en  avoir  les  coefficients  H  et  K  rappelions  nous  que 

a 2  4-  m.b2  -f-  n.c2  na  -J-*  n.b2  +  m.c 2 

- ,  et - 

a  +  m . b  -f-  n.c  a  +  n.b  -f-  m.c 

étant  les  deux  racines  de  cette  équation  il  s’ensuivra  que 

,  _  *  t  »  »  f  <• 

a2  -j-  tu  .  b2  4~  n.  c2  a2  4-  n  .  b2  -f-  m .  c2 

H  “ - - -  J- - - 

a  -f-  m  .b  -f-  n  ,c  1  a  -f-  n.  b  -f-  m.c 

/  (a2  -}-  xi.  b7  -}-  n.c2).  (a  4-  n.b  4-  m.c) 

4-  (n2,  4 -  nb%  4-  m.c13).  (a  -j-  m.b -{-n.c) 

(a  -j-  m.b  4-  n.c). {a  -(-  n.b  4~  m.c 
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a(fl5  r3 

_  ^ (m -J- m1)  .  (^o2  ^ ûô2 -]- o2  f -|-  bc7) 

+  bz  -f-  c*  +  (m  +  »)  ,(a&  +  af  +  fo) 


{ 


et  K  = 


__  2(/?3  —  'opq  5r)  — ■  (pq  —  5r) 

p*  —  2q  —  q  r 

2p3  _  7pq  j.  gr 

pz  —  Sq  ’ 

(al  -f-  w*./;2  -+•  f*.f2).(fl2  -4-M-Æ2  -f-IM.f5) 
(a  -J-  «i , b  -J*  m  r  )  .  (a  n.b  +  m.c) 


fl4  -|-  é4  *4  -f*  (w*  -{-  n) .  (n2  62  -[-  fl2  e*  -j-  b2c*) 
fl2  -}-  b2  •+•  c2  -f-  (mj  -f-  n).{ab  -f-  ac  +  6f) 


(/74  —  4/?1  q  2^2  -f-  4/7  r)  —  (</2 


2/;r) 


(p: 


a?) 


/7 4  —  4/72</  -f-  (/2  •+■  6/7r 


P z  —  3? 


ce  qui  nous  donnera  l’équation  suivante 

Çs/73  —  7 

tt  2 < - 

1  P*  — 


sp*  —  7Pq+9r  t  P*  —  4p*  q-bqz  -büpr  ,  ..  .. 

- —  .  «  -1 - - - - - -  =o,..(  47.4) 

5^  /7 2  —  oq 


et  par  la  résolution  de  celled 

2/7 3 —  qpq  4-  9f  +  VP  (4/7 3  r — p*q*  —  i8/7f/v-f- 4//3-*- 27r2)] 


2(p‘  —  3?) 


Ayant  ainsi  fait  voir  comment  |a  résolution  d’une  équation 

J  '  C  T  ’  .  . 

•»  « 

générale  du  troisième  dégré  se  ramènera  toujours  à  celle  d’une 
équation  à  deux  termes,  dont  enfin  la  détermination  du  terme 
connu  dépendra  de  la  résolution  d’une  équation  générale  du  se¬ 
cond  dégré,  allons  maintenant  considérer  les  équations  du  qua¬ 
trième  dégré,  dont  nous  représenterons  la  forme  générale  par 

x 4  —  px%  4-  qxz  —  rx  -f-  /  —  o  .  .  .  .  (48.  o); 


nous  savons  par  la  théorie  générale  des  équations  algébriques, 
qu’en  désignant  par  n,  b,  c  et  d  les  racines  de  cclleei ,  nous 

V  •>  r  M  .'  -J*-  V  •  »V  .**  *  4  '  \  *  '  •  i 

aurons 


i  .  .  t  »  j  .  »  t  .  '  *  1 

ci-\-b-hc-\-d  =  p 

—♦■•H  j  «  ^ 

üb  -j-  ac  ad  -f-  bc  -J-  bd  -f-  cd  ~  q 
abc  abd  acd  -H  bed  =  r 

abcd  rr  r 


•  •  (48 .  i) 


et,  qu’étant  donnés  des  nombres  quelconques  k,  I ,  in  et  n  pris 
à  volonté,  que  nous  supposerons  déterminés  par  l’équation 

X 4  —  Kx 3  -}-  Lx 2  —  A7*  +  N  =  o  .  .  .  .  (48.2) 

•  j  *  r  f  K  /  r 

et  la  valeur  d’une  fonction  linéaire  telle  que 

i.a  +  /,i  +  ».(  +  n.i  stt,  .  .  .  .  •  •  (48. o) 

on  pourroit  même  se  passer  de  la  résolution  de  l’équation  (48, o) 

»  “  1  .  s  ' 

pour  en  avoir  toutes  les  racines,  en  procédant  seulement  par  les 
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méthodes  connues  de  la  théorie  des  éliminations.  Ainsi  toute 
la  difficulté  de  cette  recherche  se  rapportera  en  dernier  lieu  à  la 
détermination  de  es,  dont  enfin  l’équation  ne  sera  que  le  résul¬ 
tat  même  de  l’élimination  de  a,  b9  c  et  d  des  équations  (48,]) 
et  (48.5). 

•  i 

Or  pour  éviter  l'embarras  de  cette  élimination,  qui  ne  sau^ 

!  Il  *  \  v  ; 

roit  manquer  d’entraîner  des  calculs  d’une  longueur  extrême, 
(d’autant  plus  que  pour  comprendre  toutes  les  circonstances  de 
ce  problème,  il  importera  de  commencer  par  en  traiter  dans  la 
plus  grande  généralité  de  l’hypothèse  pour  les  valeurs  même  de 
ky  /,  m  et  n )  commençons  par  considérer  avec  un  peu  plus  d’at¬ 
tention  la  fonction  même  k.a  4 -Lb  -f-  m.c  4“  n.d,  qui  après 
tout  n’exprime  qu’une  racine  quelconque  multiplieé  par  k ,  à  la¬ 
quelle  on  a  ajouté  une  autre  quelconque  multipliée  par  /  et  une 
troisième  multipliée  par  m  avec  la  quatrième  multipliée  par  ». 
Or  tant  que  nous  ignorons  absolument  la  valeur  effective  de  ces 
racines,  il  est  évident  que,  pour  épuiser  tout  ce  qui  sauroit  être 
compris  sous  cette  définition,  il  faudra  déterminer  vingt  quatre 
valeurs  telles  que 

k.a  4-  Lb  4-  m.c  4-  n.d 

k.a  4>  m .  b  4“  » .  c  4“  1  •  d  , 

k.a  4-  » .  Æ  -f"  /  •  <  4-  m.d , 

k.a  4“  /.5  4*  4“  m.d9 


5 


A-yy*a. 
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k.a 

4- 

ni* b  4  Le 

4- 

n.d , 

La 

4- 

m  .b  -f-  n.c 

4- 

k.d. 

La 

4- 

nb  4-  k  .  c 

4- 

ni.  d  j 

La 

4- 

k .  b  -f*  ni .  c 

+ 

n.d  j 

La 

+ 

ni. b  -{-  k.c 

4- 

n.d , 

La 

+ 

k  •  b  —|—  71 .  c 

+ 

m .  d , 

î .  a 

4 

n.b  4-  «*•  c 

+ 

k.d. 

tj j.  a 

* 

+ 

7i  .  b  ~j~  k.c 

4- 

l.d , 

ni.  a 

4- 

k.b  4*  Le 

4- 

n.d , 

m .  a 

'  + 

l .b  - 1-  n.c 

+ 

k.d  , 

ni .  a 

+ 

n.b  -J-  Le 

+ 

k.d  y 

w .  a 

+ 

î .  b  — |—  k  •  C 

+ 

n  .d  y 

ni.  a 

+ 

k.b  4-  n.c 

+ 

l.d , 

n.  a 

+ 

k .  b  *4—  L  c 

+ 

;;;  , 

«.  a 

+ 

L  b  -f  ni  .c 

+ 

*.rf. 

n.  a 

+ 

ni  .b  +  k.i 

-  +  l-d. 

n.a 

4- 

k.b  4-  m.c 

4- 

/.ff , 

n .  a 

+ 

ni  .b  -f~  /. c 

+ 

/.</  , 

I 
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n. a  *+■  Lb  -}-  k.c  -f-  m.d , 

de  sorte  qu’ainsi  l’équation,  d’où  dépendront  les  valeurs  de  «„ 
ne  sauroit  manquer  d’etre  du  vingt  quatrième  degré.  Toutefois, 
si  nous  faisons  attention,  qu’en  supposant  par  exemple  la  racine 
d  multipliée  par  un  coefficient  quelconque  k  ,  nous  aurons  pour 
cette  hypothèse  même  six  variations  de  combinaisons  différentes 
pour  les  autres  coefficients  /,  in  et  «,  lesquelles  en  effet  nous 
pourrons  ordonner  en  trois  systèmes  tels  que 


le  -J-  m.b  h. a 
n.c  -J-  m.b  -J-  La 


l 


J.e  -\- 
n  .c  -}- 


m.b  4-  w.« 
l.b  -J-  m.'a 


vu. c  -J-  n.b  -J-  La 
m .  c  +  h  b  +  n .  a 


et  par  conséquent  pour  k.d  les  trois  systèmes  de  combinaisons 
suivantes 


k.d  4*  4*  *»’.£ 

k.d  -f-  n.c  •+•  m.b 


46, 


3 62 


— w-'SFV'* 


R.d  m  .c  -J- 
k.d  -f-  m.c  -[- 


n.b  •{-  l,  a 
\%b  -f-  n.a 


b  .d  4~  n .  c  4~  l*b 

k  .d  -j-  l,  c  -j-  n.b 


4“  m.a 
~f  m .  a 


■  (R) 

■  CQJ 


et  de  meme  pour  tous  les  autres  coëfficients  multipliés  par  d ,  il 
en  résulte,  qu’cn  effet  toutes  les  vingt  quatre  racines,  dont  il 
s*agit  actuellement,  seront  comprises  dans  les  trois  systèmes  sui¬ 
vants  ( A) ,  (B)  et  (C)  y  comprenants  huit  racines,  dont  chacun 
lui  même  se  décomposera  en  deux  systèmes  ( a )  et  [ce]  ayant 
chacun  quatre  racines  ,  dont  aucune  ne  contiendra  même  racine 
de  l’équation  (48  .  o)  multipliée  par  même  racine  de  l’équation 
(48.2),  tout  comme  on  le  peut  voir  dans  le  tableau  suivant  ;  où 
il  faut  de  plus  remarquer  par  rapport  à  chacun  de  ces^systèmes, 
qu’en  commençant  par  écrire  leurs  racines  par  rapport  aux  co¬ 
efficients  de  d  arrangées  dans  l’ordre  de  £ ,  l ,  m  et  »,  tous  les 
autres  coefficients  se  succéderont  comme  en  circulant  dari3  la 
même  ordre ,  avec  cette  seule  différence  de  ne  pas  commencer 
par  le  même» 


k.d  4*  î.c  -f-  m.b  4~  ». 
î*d  4'  m.'c  +  n.b  -}-  k. 
nud  ~r  n.c  -f-  h  b  +  /. 
n.d  +  k*c  -f ~  l.  b  -f-  m% 

ft-d  4-  n>c  +  m.b  4“  t.a 
J.  d  +  k  »  c -h  n.b  4*  sn .  a 
m  .d  - f-  t.c  4*  k.  b  4~  n.a 
n,d  4 -  ffl.c  4*  L  b  +  k.  a 
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k.d  + 

m ,  c 

+ 

n  ,b 

4* 

/.ni 

Ld  -f 

n .  c 

+ 

k.b 

+ 

HIM  î 

m  .  ci 

k  «  c 

+ 

Lb 

4* 

».  a  t 

n .  â  4- 

l.c 

+ 

m .  b 

+ 

k.a  ' 

k.d  -J- 

m .  c 

4- 

Lb 

+ 

72.  a  1 

Ld  + 

U  .  c 

+ 

ta.  b 

+ 

k.a  I 

m .  d  -j- 

k . c 

+ 

n.  b 

4- 

Lai 

n.d  -\- 

L  c 

4- 

k.b 

4- 

in, a  ' 

k.d  -j- 

« .  c 

+ 

Lb 

4" 

m .  a  \ 

L  d 

k.c 

4- 

m .  b 

4* 

».  a  1 

nud  -f- 

l  .C 

+ 

n.b 

4- 

/j.  a  I 

n .  d  4- 

m.c 

4- 

k.b 

4- 

La  * 

k.d  -f 

l.c 

+ 

n.b 

4* 

ni.  a  V 

Ld  4- 

m .  c 

4- 

k.b 

4- 

n.  a  1 

vi .  d  4— 

n.e 

4~ 

Lb 

+ 

k.a  i 

K.d  4* 

k.c 

+• 

ni.  b 

+ 

La  * 

[§.  25. 

•  .  •  B/f  j  f  j 

De  ce  que  nous  venons  d’avoir  démontré  ainsi  dans  la  plus 
grande  généralité  des  coefficients  k ,  /,  m  et  »,  il  est  évident; 

qu’en  rassemblant  de  cette  manière  toutes  les  racines  correspon¬ 
dantes  de  ce.  en  groupes,  dont  chacune  en  contiendra  quatre,  U 


m 


we  sauroit  y-avoir  plus  de  six  de  telle»  groupes  j  en  sorte  que'  sil 
nous  désignons  par 

X 4  —  Ax r3  -{-  Bx 2  — -  Cx  D  =  o  .  .  .  •  (4g.o)t 

l’équation  qui  déterminera  toutes  les  racines  de-  l’une-  •  de  ces 
groupes  ,  aucun:  de  ces  coefficients  ne  sera  déterminé  par  une  é— 
quation,  qui  passera  le  sixième  degré;  mais  après  tout  un  le  se¬ 
ra  de  toute  nécessisé,  et  les  autres  seront  donnés  ,  ou  par  des 
équations  du  premier  dégré,  ou  du  moins  en  fonction  rationelle 
de  celuici.  Enfin  supposant  que 


X4  — >  Ax 3  Bx2  —  Cx:  4“  D  —  o  _  ..  .  (  k)  o) 

et  X4  —  A'x 5  B'x12  —  C'x  -fi  D  zz.  0  .  .  (4g. i) 

soient  les  équations  dont  l’une  déterminera  les  valeurs  du  sy¬ 
stème  (a),  et  l’autre  celles  du  système  {ce),  et  qu’en  les  multipliant 
Time  par  l’autre  il  en  résulte-  cette  équation  du  huitième  dégré 

Xs  —  Pxn  -{•-  Qx6  —  R xs  +  Sx4 

—  7x?  +  Ux2  —  Vx  +  IV 


o 


•  .  (^9  *2) 


qui'  déterminera  elle  seule  toutes  les  valeurs  du  système  {A)\\ 
puisqu’en  effet  il  ne  sauroit  y  avoir  plus  que  trois  systèmes  tels 
que  {A),  ni  par  conséquent  plus  que  trois  équations  telles  que 
(4g  .  2)  il  en  sera  de  même  évident  qu’aucun  des  coefficient  P, 
Q,  R  Sec  ne  sauroit  être  déterminé  par  une  équation  ,  qui  passera 
ïb  troisième  dégré  ;  et  comme  il  n’y- a  que-  deux  équations  dont 
là*.  multiplicationi  sauroient  produire-  chacune-  des  éqnations-  (4g. 2)» 


t£=Ê=Ü 
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qu’on  auroit  de  cette  manière ,■  les  coefficient  même  A,  B,  C,  D 
seront  encore  déterminés  au  moyen  de  P,  Q,  i?  Sec  par  des 
équations  du  second  degré;  de  sorte  qu’ainsi  nous  aurons  pour 
la  résolution  de  l’équation  (48. o)  le  type  suivant.  Commencez 
par  déterminer  les  coefficients  P.  Q,  i?,  Sec,  ce  qui  se  pourra 
toujours  faire  en  ne  résolvant  qu’une  équation  du  troisième  dé- 
gré,  et  procédez  ensuite  à  la  détermination  de  A.  B,  C  et  D 
par  des  équations  du  second  degré;  vous  aurez  par  là  l’équation 
(4g. o)  dont  enfin  la  résolution  donnera  la  valeur  de  cc.  Tou¬ 
tefois  il  en  résulte  que  même  pour  les  équations  du  quatrième 
dégré  nous  nous  trouverons  toujours  circonscrits  par  un  cercle 
vicieux:  semblable  à  celui,  qui  nous-  embarrassoit  pour  les  équa¬ 
tions  du  second  et  du  troisième  dégré,  et  qui  en  effet  continu¬ 
era  de  même  à  nous  embarasser  pour  celles  de  tous  les  dégrés; 
à  savoir,  que  pour  avoir  la  solution  de  la  forme  la  plus  géné¬ 
rale  d’une  équation  d’un  dégré  quelconque,,  il  faut  toujours 

commencer  par  savoir  résoudre  quelque  forme  particulière  de  ce1 
dégré;  après  quoi  il  nous  restera  encore  à  examiner,  si  en  ef¬ 
fet  toutes  les  équations,,  du  dégré  dont  il  s’agit,  peuvent  être* 
ramenéés  à.  cette  forme». 


-a» 

§..  2D; 

Quant  aux.  différentes  formes  d’une  équation  du  quatieme  de¬ 
gré,,  celle,  qui,  tout  bien  considéré,  ne-  doit  être  regardée  quer 
somme'  étant  du  premier  dégré,  est  celleci 


( X  —  iy  =  o  ;  .  •  .  (5o) 

la  quelle  après  tout  ne  se  présente  pas  sous  la  forme  du  qua¬ 
trième  degré  qne  parcequ*  on  ne  la  considère  pas  sous  la  forme  la 
plus  simple  qui  lui  convient.  Or  pour  voir  si  l’équation  (4q  .  o)  ne 
peut  être  ramenée  à  cette  forme,  il  faut  remarquer,  que  pour 
celle-ci  toutes  les  racines  ne  sauroient  manquer  d’ètre  égales, 
de  sorte  qu’afm  que  cela  puisse  avoir,  il  faut  de  toute  néces¬ 
sité  que 

k ,  d  +  / .  c  -{-  m.b  - f-  ,  n  :=  fw*  d  pf-  «  .  c  ~b  k.b  -J-  /.  a  , 
et  par  conséquent 

[k  — -  m )  .  (d  -  —  b)  =  (u  —/).(£  —  a) 

ce  qui  ne  sauroit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  b ,  c 

et  d,  à  moins  que  k  ne  soit  c=  f»,  et  /  =  n.  De  plus  il  fau¬ 
dra  encore  que 

k.d  -f  î.c  -f  m.b  t  n.a  l.d  -f  m.c  t  tub  +  k.a, 

c’est  à  dire  en  substituant  au  lieu  de  tu  et  n  les  valeurs  que 
nous  venons  de  leur  avoir  assignées. 

k ,  d  Le  -b  k.b  ~b  La  l-d  +  k .  e  l. b  -b  k  .a 

et  delà  k.  (d  b  —  c  —  a)  rr  /.(d  “b  b  —  c  - —  a) , 

c’est  à  dire  ft  zz  /,  de  sorte  qu’ainsi  tous  tes  coefficients  Æ,  î,  m 

et  «  seront  égaux  entre  enxj  d’où  il  s’ensuit  que  l’équation 

k.d  ~b  Le  - b  «i . b  +  « •  o  zz  es 
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ne  sera  dans  ce  cas  que  celled  même 
k ,  (a  4“  b  4“  c  +  ^  )  =  &  »p  f 
laquelle  étant  après  tout  équivalente  à  celled 
s  4  H-  t  i  ^  ~  p , 

nous  n’en  saurions  apprendre  rien  de  nouveau,  et  par  consé¬ 
quent  nous  n’en  serions  pas  plus  avancés  dans  la  solution  du 
problème,  dont  il  s’agit,  "qu’au  commencement  même  de  cette 
recherche, 

§•  2  7- 

Après  cette  forme,  celle  qui  se  recommande  la  première 
par  sa  simplicité  ,  est  celle  de 

— •  F.  X  4-  G)2  zz  o  .  .  .  .  (5i) 

laquelle  ayant  au  moins  deux  racines  doubles,  il  en  résulte  qu’il 
faut  tout  comme  ci- dessus,  que 

k  .  d  +  l.c  4"  w  .  b  4 -  n.  a  zz  m.d  4-  » .  c  4“  k .  b  +  / ,  a , 

et  par  conséquent  que  k  soit  m ,  et  /  a  ».  Celà  étant,  le  sy¬ 
stème  des  racines  [ce)  sera  identiquement  le  même  que  celui  des 
racines  (a) ,  (/3)  le  même  que  celui  de  (b) ,  et  (7)  le  même  que 

celui  de  (7)  ;  de  sorte  qu’enfin  l’équation  (49.2)  sera  de  cette 
forme 

(x2  —  Fx  4_  Gy  =:  o,  .  ,  ,  (5i.i) 

et  ne  se  présentera  sous  celle  d’une  équation  du  huitième  degré, 
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que  pour  ne  pas  être  considéré  sous  la  forme  la  plus  simple 
qui  lui  est  propre 

Reste  maintenant  à  déterminer  les  eoëfficients  JF'  et  G.  Pour 
cela  commençons  par  supposer  que 

x2  - —  Kx  +  L  —  o  -  „  I  (5 1.2) 
soit  l’équation  qui  aura  pour  racines  les  coefficients  k  et  /,  ce 
«qui  donnera 

k  l  K  j  et  kl  z=z  L  , 

et  rappelions  nous,  tqu’en  vertu  de  ce  qui  précède,  l’équation 
(5i,\)  ne  reprétentera  que  celled 

{x  —  k.b  -{-  d  —  La  -f  O4  •(*  ^  k*cT+~c  — lj~+~dy  =  o 
il  en  résultera  qu’en  esset  nous  aurons 

F  z=z  (k  +  1)  .  (a  +  b  c  »+•  d)  ss  K.p 

et  G  e=  ( k ,  b  — f-  d  -f-  / ,  a  q—  c) .  (k  .  a  -4-  c  I  •  b  -J—  d) 

=  (k2  -h  tz).(ab  +  ad  +  bc  - 1-  cd) 

-f-  kl  (a 2  «-f-  b2  *-J-  c 2  •+•  d 2)  —J-  2kl  (ac  -f-  bd) 

2=  (k^  -f*  l2).(ab  -f-  ac  4"  ad  -J-  bc  -f*  bd  -f-  cd) 

-J-  kl. (a2  «4*  b 2  -f*  c 2  -f-  f/2,) 

—  ( k 2  —  2H  +  HH  H) 

s=  (K*—2L)q-\-L(p2~-2q)~(K*  £5  ÀL)'(ac+bd) 
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et  par  conséquent 

X-  —  F.x  4-  G 

3c2  —  JRÿje  4-  Z^2  4-  Kz  q  —  4L?  —  (GT2  —  4LJ.fa+  hä); 

où  enfin  il  est  évident,  qu’aprës  tout  G  aura  trois  valeurs  qui 
ne  sauroient  être  déterminées  que  par  une  équation  du  troisième 
degré  ,  et  dont  en  représentant  l’une  par  G  ,  ï’aulre  par  G  ,  et 
la  troisième  par  G  nous  aurons 

G7  =  Lp*  4-  Kzq  —  4Lg  —  (A3  —  4L).(<zf  4-  &<0 , 

G"'  =  /47 2  4  Kzq  —  —  (A2  —  4 L).(ab  4-  id)  , 

G"  =  Lp2  +  A2?  —  4  Lq  —  (/T~  —  4L),  (ai  +  ér) , 

et  par  conséquent 

G'  +  G"-f  G"'  =  ôip’-f  Sff’j  —  isL?  —  (A‘s  —  4L)q 

—  5Lp2  +  2  K>q  —  8  Lq, 

G'.  G’’  =  (Lp*  -f-  K2q  —  4Z.j)2 

—  (À’z  —  iL).(Lp 2  ■]- ■  A' : .?  —  4Lq).{ab  -f-  ne  -f  cd -j-  id 
-f-  (g*  —  il,)- . (a2  bc  -}-  ab2  d+ac2  d -f  bed2 ) 

G'. G"'  =  (Lp2  +  K2q  —  4Lq)2 

~-(K2—4l).(Lp2  -f  K2q — 4Lq)  ,(ac  +  bc  -f  bd.  ]-nd) 

.  ^  +  (K2  —  4L)2  .(a2  dc-\-abd2  -\rabc2-\-b2cd), 

«fri  „ 

4;. 


r  » 
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6".Gw  =  (Lf  +  Pî  —  4  L?)4 

—  fiC2  —  4 L)  .  (Lp*  ~rKzq  —  4 LgJ .  fa£  4-  «i  +  td  +  be)) 


4-  (K2  — 4LJ2  ,{a2bd  acd2  -J-  ab2c  4~  be 2  ri) 
dont  ainsi  la  somme  donnera 

G'.  G"  +  G'.  G'"  +  G".  G"'  =r 
5(Lp2  4-  K*  g  —  4 Lgr)* 

o$  4"  or  4—  r  7  4"  bd 

• — (70  —  47/).  (Lp1  -{■  K2 q — ■  4Lg)  /  4“  4"  ^  4b 

^ 4-  ab  4"  ad  *■+"  cd  4-  be 

I 

o27r  4 -ab2d  ac2d bed* 

(K2  —  4L)2  ♦  {  4-  oVr  4-  abd2  4-  abc2  4-  b2 cd 

4*  ci2 bd  4-  acd2  -{-  abc 2  -J~  be2d 


3(70  —  4L)2.^2  4-  6L{K*  —  &L) .  p*  4 

4“  5 L2/?4  —  2L(La  —  4L)  ,  p2  g 
4-  (70  — ■  4L)2  .  (fr  —  4/)  —  2(70  —  4 L)*„gr* 

a=a  3 L2/?4  4-  4L(70  —  4L)/72  ^  4-  (70  — 4L)*,(£a  4*  —  4/},, 

enfin  le  produit  G,,G'\G'/'  zzz 

(Lp*  4-  K*q  —  4Ljf>* 

4-  fTC2  ^4  4L)*  .  (Lpa  +  70#  — ■?  4Lg)  x 


(AT3  — -4L)*. 


o2^  ->4-  4-  ar2d  “{-  bed* 

/ 

-{-a2 cd  -J-  a/>£s  4-  oW2  ™'rb*cd 

•4*  a* bd  -f-  ab*c  -4-  bczd  4  acd2 

\ 

[K*  — 4L).  (Lp2  -f  K2q ■ — 4 Lq)2.(ab  -\~ac-\-ad  +  bc-\-bd-{-cd) 
a‘ibcd  4  nb2cd  -J-  cibc2d  4  abed 3 
-J -a2  b*cz  ^  a2  b2  d2  -f  a*  c*  dz  4-  b*  c2  d2 
L 3  pr>  4»  5L2  (AT2  —  4 L)p*q  +  5L(Af2  — -  4 L)*.pzq2 
-fr-(/f2- —  4L)3.^3  — -  L2(Af3 —  *kL)p*q  —  2L(K2  —  4L)2.pV 
—  (/(2  — 4 L)3.q2  -J-  L'AC2  —  4L)2  .  (p2r —  4^2x) 

4  (AC2  — &Ly.(pqr —  iqc  — p* s  4-  a^r  — >r 2  4  2^r 

/  'N 

L3/j6  -f*  (AT2, —  4L)3.(p^r  —  r2  —  /j2/) 

4  2L2  (AC2*—  4L)p4  q  -j-  L(Afs — 4L)2t(p222-f-p'y — *4;j2/)' 

ce  qui  donnera  pour  l’équation  qui  déterminera  les  valeurs  de 
G\  G"  et  G'" 

X 3  —  ( 5Lp 2  4.  2 K*  .  q  - —  8 Lq) .  x 2 
SLz.p*  4  4  L(AC2  —  4L) .  p- q 
4  {K2  —  4L)2  .  {jq*  4  pr  —  4/) 

—  L3.p6  —  2  L2.(AC2  —  4L) .  p4  q 

—  L(Al2  —  4L)2  >(piqi  ~h  p2  r  — ♦  4 p*s 

—  (AC2  —  4  L)'.(pqr  —  r*  —  f2/) 


4 


O  «i  i  (52) 
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apres  quoi  le  système  même  de  toutes  les  valeurs  5  qu'admettrai 
la  fonction  k(d  +  b )  -f  /(jr  +  a)  sera-  déterminée  par  cette  é~ 
quatiom 

(x*  —  Fx  - f  G ').(** — Fx  +*  G").(x2  —  Fx  +  Gwj  =  or 
dont  le  développement  donnera 


(x*  —  Fx) 3  4-  (G/  +  Gv  +  G"')  •  (.v2  — 

-f  (G  G/'-f  G ' .  G'"  -f  G  %  G'")  .(x*—Fx)  +  G\  G".  G'" 


c’est  à.  dire  en  substituant  au  lieu-  de  G  ,  G"  et  G"'  les  valeurs- 
que  nous  venons  de  leur  avoir  assignées»  ci- dessus 


( x — Kpx)r>- f  (oLpT  +  — -8 Lq).[x<3 — ■ Kpx )*  | 

^  5L2/?4 -f  4£fÂ2 — ^L).p2q  )  I 

-f  <  >.(.v2 — /Tjp»J  y» 

6  -f  CÄ*  —  4L)a.(î*  +  tf*  —  4/)  ^  )  «o.  .(53)’ 

*4"  JL3pa  “b  L{K2 —  4L)2»(/72  ga;  +  p*  r  —  4p2j)  p  ; 

-f  aL*(Âa  — ‘-kL)p*  q-}->(K2 —  4 L)l.[pqr —  — p*sy- 


ou  bien,  en  ordonnant  celleci  par  rapport  aux.  puissances  de 

(*2  —  Å/w  -b  -4’  Kzq  —  bLq)  r 

{x2 — Kpx  +  Lp2  -f  K2q  — ‘\Lq)y 
—  ( K 3  —  4  L)q.(xz  —  À/?*  -f  Lp*  +  K2q  —  4 Lq )* 

~f  (£3 —  4  L)*.{pr — 4j)'(x9-Å/w  +  Z;p*-|-Åa£  -4  Lq) 

—  (K* —  4 L)3.(/?2/—  4^/  -f-  f2  ) 


aO»M.(5  3.«), 


ipr  3/3 

enfin  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x 

xs  — •  3  Kpx’  +  [ 5{K*+L)p *  +  2(70'  —  4L)j]x4 
—  [(K7  +  GKVip1  +  (4 K*  —  i6KL)pq].  *J 

;3£(£5  +  L)p*+  î{K*—-2K-‘L  —  ?,L*).p*çi\ 

yx' 

-j-  (K2 — 4 L)r,(qz  -j -p  pr — 4;)  j 

f  5KL*.p*  4-  4JTL.(£»'~  4L)./?3?' 

-j-  /f(/f"  — ■  4L)a.  (/?ga  -f“  P2f  — "  4/?/) 


Œo.,(55.aJ 


!L.[K2 — 4 L)z’ ,[p2  qz  4-/?3r — 4/72/' 

4-  2 Lz  (K*  —  <±L)p*q  4*  L3/)s 
+  (ACa  —  4L)3 .  (pgr  —  r2  —  p2/) 

J.-  28*.. 

Les  trois  équations  que  nous  Tenons"  de  raporfer,  à  savoir 
(53),  (53.  1)  et  (55.2)  ne  sont  en'  effet  que  des  formes  différen¬ 
tes,  sous  lesquelles  il  convient  de  représenter  celle  qu’on  appelle 
communément  la  réduite  de  l’équation  (48.  o)  ;  d’où  il  est  évi¬ 
dent.,  que  quoique  l’équation  (55.2)  soit  du  sixième  degré,  elle 
n’en?  sera  pas  moins«  résoluble  à  la  manière  de  celles  dir  troisième 
degré,  soit  en  commençant  par  déterminer  la  valeur  de  x 2 — -Kpx 
en  vertu  de  l’équation  (55),  soit  même  en  commençant  par  dé¬ 
terminer  celle  de  x2'  — -  Kpx  -j~  Lpz  -JL  X2q  —  4 Lq  en  vertu; 
de  l’équation  (53.  î),  De  plus  il  faut  remarquer  ,  que  tout 
comme  il  y- a  toujours  une  réduite  déterminée  qui  convient  & 


JfcfcsSfc _ -,  %nt.  4aäfc=afc - , 

°/4  -Yrw 

l’équation  primitive  (48. o),  on  pourra  de  même  au  moyen  de 
cette  réduite  déterminer  la  primitive  qui  lui  convient.  Puisqu’en 
effet,  si  nous  commençons  par  supposer,  qu’outre  l’équation 
(48.o)  il  y -en- ait  encore  un  autre,  telle  que 

X 4  —  p' X3  -f  q'  X2  —  r' x  “h  *'  =  °  *  «  •  (64) 

nous  aurons  par  l’hypothèse 

oKp>  ==  3Ap,  et  delà  p'  =  p  ; 

et  delà,  par  la  comparaison  des  coefficients  de  x4  et  x3  , 

î'  =  K 

ensuite  par  celle  des  coefficients  de  x7  et  x, 

£  ■+-  • 

pr'  —  4/'  =  pr  —  4/ 
c’est  à  dire , 

/>.(**'  —  0  =  M''  —  /)  ; 

enfin  par  la  considération  du  dernier  terme 

pqr'  *—  r'2  —  pV  =  p#r  —  r*  —  p3/  ,  et  delà 
r'z  —  r2  —  p^r'  +  /)f  =  -  p2/'  "f  p2/,  c'est  à  dire 

(r'  —  r).(r'  +  r  —  p?)  =  —  p2.(/  —  /) ,  ou  bien 
(r'  —  r).(4r'  «-f-4  4r  —  4pq)  sa  —  4p2.(x'  —  /) 

=  —  P 3  •(»*'  —  r), 

ce  qui  donnera  l’équation  suivante 


(r'  —  r),(4r'  +  p3  — •  *pq  +  4r)  =:  o  , 
d’où  résulteront  deux  valeurs  pour  r\  à  savoir 


l’une  =:  r,  et  l’utre  =  — •  ir?3  -f*  pq  — 

et  à  cause  de  4/  =a  4r  pr  —  prr  deux  valeurs  de  s  cor 
respondantes  à  celles-ci  de  r  ,  à  savoir 


l’une  =  s,  et  l’autre  zz  j* —  ±pr  fp2g  —  ?zP*  5 

d’ou  enfin  il  s’ensuit,  qu'étant  donnée  une  réduite  quelconque 
telle  que  (55,2),  il  y-aura  toujours  deux  équations  primitives 
correspondantes,  qui  lui  conviendront  également,  a  savoir 

Tune  a;4  ■—  px*  -j-  qx 2  —  vx  -f*  J  zz  o  .  .  .  (48. o), 

et  l’autre  —  px*  -j-  qx 3  —  ( pq —  -~tf3 — r)x 


+  '  —  Ipr  4"  ip2q  —  AP4 


De  plus  pour  avoir  la  rélâtion  mutuelle  des  racines  de  ces 
deux  équations,  représentons  celles  de  l’équation  (48. o)  par  o, 

£  et  et  celles  de  l’équatiou  (54.  i)  par  a  ,  b  ,  c  et  d  ,  Nous 
aurons  toujours 

o  -j -b  - —  c  —  d).(a  c  —  b  —  d)  (a  -f-  d  —  b  —  c) 

=  a  s  -J-  />3  -f-  r3  -f •  d3  +  %{cibc  -f*  ah  à  -j-  acd  -f-  bed ) 

_ .  a2b  — *  ab2  —  a2c  —  ad 2  —  ac2  —  a2d 

—  b2c  —  fo*  —  £2rf  —  bd 2  —  f2^  —  fda 
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-  (/>?  —  Sr) 


:  (55. o) 


zzz  (p1  —  opq  4  or)  4  2  r 
S=z  pJ  —  4 pq  -t-  8r  .  ; 

.et  par  des  raisons  absolument  semblables 

% 

{a'  4  b’  • — •  c' —  d'),( a'  4  c' —  b* — d’  —  V — 0 

c=z  p'  —  4 pq  4  %(pq  —  ZP*  —  0 

—  (p3  —  4^  -f  Sr  (55.  i) 

§.  29. 

Reste  maintenant  à  faire  voir  comment  les  racines  de  refla¬ 
tion  (48  o)  se  déduisent  de  celles  de  la  réduite  (55.2).  Pour 
cela  commençons  par  supposer,  que  toutes  ces  racines  étant 
réelles,  #,  b,  c  et  d  les  représentent  suivant  l’ordre  de  leurs 
grandeur,  en  sorte  que  a  soit  la  plus  grande,  b  celle  qui  la  suit 
dans  Tordre  de  grandeur,  et  ainsi  de  suite.  De  plus  soit  b  le 
J  plus  grand  des  nombres  que  nous  avons  supposés  donnés,  et  l  le 
plus  petit;  il  est  évident  qu’aucune  des  valeurs 


k.(a 

4 

b) 

4  i{c 

4  d)  , 

k.(c. 

4 

0 

4-  l.{b 

4-  d)  , 

(k .  (a 

4 

à) 

4  l.(b 

4  0  , 

k.{b 

-H 

d) 

4  î.(a 

+  /')  > 

k.(b 

+ 

0 

4 ■  /  .(a 

4  <0  » 

k.(c 

4 

d) 

*+•  /.(0 

4  b). 

ne  sauroit  être  imaginaire  dans  cette  hypothèse}  ce  qui  fait 
voir,  que  toutes  les  racines  do  la  réduite  (53.a)  seront  néces¬ 
sairement  réelles;  d’où  il  s’ensuit  que  si  on  les  désigne  suivant 
l’ordre  de  leurs  grandeur  par 

8,  y,  3,  e, 

nous  ne  saurions  manquer  d’avoir  toujours 

% 

k.{a  4“  b')  l.(c  d )  zz  cc  1 
k .  {a  +  c )  *4-  /  .(b  -|-  d)  zz  /3  j 
h,  {b  d)  4"  L(a  «4*  c)  “ 
k.{c  +  d)  +  /(«  4-  b)  =  Ç, 

Or  a  b —  f  —  b ,  et  n  4*  * — £  — ’d  étant  évidemment  positi¬ 
ves,  il  s’ensuivra  de  l’équation  (55.o)f  que 

a  +  d  sera  nécessairement  ,  zz,  ou  b  r, 

selon  que  pz  —  4^/?  +  8r  sera  f>  =  ,  ou  o. 

Done  cela  même  fera 

k.(a  +  d) —  /.(a  4-  rf)  >  =  ^  1.(4  +  f)  —  /.(é  +  f)> 

c’est  à  dire,  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  l.(a  4^  b  f  4  i), 
k.{a  -J-  d)  -f-  l.{b  -j-  c)  »>  zz  <3  c)  f.(<*4'rf). 

D’où  enfin  il  s’ensuit,  que  dans  le  cas  de 

p 5  — -  4/7^  4-  8r  j>  o  , 

k ,  q  4-  Æ .  ^  4—  ^  •  r  4-  /  •  d  zz  cc  , 


on  aura 


48. 
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4  •  fl  -J-  / .  b  -{-  k. e  -p  /. d  =ra  /3  r 
4.  fl  H”  /.  b  *4“  l ,c  H*  k ,  d  zzz  y  y 

:•'  i.a  4"  4.  à  -]-  4.r  -J^  Kd  =  J  r 

/  »  o  H”  4 .  &  H*  / .  c  -j^  k .  d  i—  e  j. 

i .  a  -|—  / .  b  “J*  k .  c  H4  k .  d  «^2  £  j 

et  de  là  par  une  simple  addition 

s  k .  a  +  k .  (a  Hr  à  Hr  £  H-  )  H*  2  /(i  +•  f  +  rf)  —  ä  H-  /3  H“  7>- 

c’est  à  dire 

2(4  —  l),a  H-  (4  H*  2/)  .  (a  4  -j-  H-7  >■ 

ce  <pii  donnera  enfin 

2(4  —  t).a  —  a  -f-  /3  H- y  —  (J+  a/)fr 

et  par  des  procédés  absolument  semblables 

2(4  —  /)  .  b  zs  a  -+-  J  H-g  —  (4  -|-  2  î)p  r 
2(4  —  /)..f  =  /3  -f-  o  4-  <? —  (4  +  2 l)p  + 

2(4  —  l)..d  =  7  H”  s  H-  £ —  (4  H-  a/)p,v 
De  même  nous  aurons  dans  le  cas  de 

p3  —  bpq  H-  8r  ^  o 
4 . a  *f-  4 . b  H*  l»c  -f*  ~  «j 

4.0+  /«à  H”  4.r-t-  /.  /3  j 

4  •  fl  “f-  t.b  ~ |r  /,*  <4-  4 ,  d  zzz  à r 


w 


i.a  -4"  k.b  -f—  k.c  -f-  l.d  zz.  y  , 

l .  Q  -p»  k  .  b  -p*  l .  C  -4“  k  .  d  ZZ  €  , 

l.a  ~f - 1 .b  -|-  k.c  -4“  b.  d  zz  £ , 

<1  delà  par  une  simple  addition 

2(4  —  l).a  zz  a  -f-  /B  -J-  Æ  — 1  (Ä  +•  a/).p 

2(4  —  /).£  =a  cc  +  y  -4-  s  —  (i  +  2/) .p  j 

2(4’  —  l),c  zz  ß  .+•  y  +  £  —  (4  +2 /)./?, 

2(4  —  l),dzz  £  -+■  e  -f-  £  —  (4  +  2/). p  . 


Dans  le  cas,  où  l’équation,  dont  il  s’agit,  n’est  supposée 
d’avoir  que  les  deux  racines  a  et  ô  réelles,  tandis  que  les  deux 
autres  c  et  d  soint  supposées  imaginaires,  faisons  pour  plus  de 
clarté 

c  zz  e  -+-  /.V —  1  y 
d  zz  e  —/.V—  i  > 

ces  qui  nous  donnera 

c  +  d  zz  2c  y  c  —  d  =  2/ .  —  1 , 

et  (r  —  d)2  zz  —  4/ 2  ; 

il  en  résultera  pour  la  réduite  deux  racines  réelles,  à  savoir 

4  •  (0  +  b)  -4-  il .  e  t 

et  /.  («  "h  b)  -J-  24  ,  e , 


38» 

et  quatre  imaginaires  ,  à  savoir 

k .  a  H—  Lb  -4*  ( k  H -  l)ß  Hr  0  f  •  W  3  » 

k.a  +■ i>b  4-  (^  +  0*  —  0  —  OA  V —  1  î 
La  H-  K6  -+■(£+  0*  H“  (k  —  l)f-S/'  1  i 

La  H*  4"  H“0*  —  "  l)f*\f'  3  y 

De  plus  en  faisant  attention  que 

(a  +  t — b  —  d) .  (as.  H  rf  —  *  —  0  =  [ 0*  —  £)  +  (*  —  d )1-  [(«  —b)— {c  —  d)  J 

={«— bY  —  [c—dY 

=  MH4/a 

et  par  conséquent  en  vertu  de  l'équation  (55* o) 

(a  H*  b —  2e))  .  [(fl  —  b)*  +  4/2]  =  Pr  —  4 M  +  8r  .  ..  .  (5 5*2) 
il  s’ensuivra  qu’en  effet  on  aura 

a  -h  b  =  ou  <<  se  tout  selon  que* 

p*  —  4 pq  +  8r  sera  ^  =  ou  <j  o,, 
et  par  conséquent 

1t. (a  +  b)  —  l.(a  H*  b)  s:  ou  <+  ske  —  ak  , 

cvest  à  dire,  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  /.(fl-}-  b)  -f-  2 le, 
k.(a  4-  b)  -f-  a/,«  ^  =:  ou  /.(a  H*  £)  -f-  2ta 

Supposant  donc  que  et  et  /3  représentent  les  racines  réelles 
de  la  réduite  suivant  l’ordre  de  leurs  grandeur,  et 
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4 


JéL 


—  V-^r 


y  +  ^  V —  1  »  y  —  £  •  V —  i  > 

J1  -{—  ^ —  i  j  J  — >  ^ .  \/ —  i  j 

où  y  soit  î>  £  Nous  aurons  pour  ce  cas  , 

dans  l’hypothèse  de  p 3  —  4/?gr  •+•  8**  >  oy 

£  •  (a  «f*  b )  2  / .  r  css  oc ,  k 

/* Çct  -f-»  bj  — f*  2k  .  6  =  /3  y 

£. *  -J-  f,5  -J-  (Æ  -H  =  7î- 
/.a  -J-  Æ.à  — f-*  f  J1, 

(k  -  0  ./  =  ?r 


et  delà  sf#  —  (J.a  rs  oc  -f~  7  —  ^  —  /./7  , 

ï(k  —  t).b  :=  oc  -f-  —  7  —  lp  , 
2{k  —  IJ.e  =  /3  —  lp  z=  kp  —  « , 


f*  -  /;./  =  f 

et  dans  le  cas  de  p3  —  &pq  +  8r  o 

/.(a  +  b)  -J-  2ke  =  oc , 

-f—  a l*e~ 

k.a  -I- /. à  - f-  +  /J,c  =  7, 

La  -£*  Æ . b  -f-  “f"  ^  ==  ^ > 

r*  —  os  =  *»• 


d'où  il  résultera 

2)k  —  l).a  s=  /3  -f*  y  —  $  —  t.ph  ' 
aflfc  —  ij.b  =  /3  4-  ^  —  y  —  l .  p  y 

z[k  —  l).e  =  a  — l.p  ==  Å./7  — ■  /3, 

f*  —  /J./«  f. 

Enfin  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  a,  b,  c  et  d  sont  i— 
maginaires,  faisons 

«  =  «  4"  /  •  V —  1  j  b  =z  e  —  f.  V—  i  , 

f  =  g  4-  ÄV—  1  »  d  =  g~~  h.V—  i  » 

oû  e  soit  supposé  g'.  Nous  en  aurons 

a  b  zzz  2e  y  a  —  b  zzz  2  f .  j/—  i  , 

£  ^  =  2£>  r  —  d  ZZ2  2h  —  i, 

(a  — ;  3)*  =  —  4/S  (f— rf)*=a  —  4A* 

(a  +  t  -  A  -  a().(a  =  £(a  —  ^ ) -f- (r  —  ûO] .  [Cn -  ^ ~ ] 

ss  (a—  /;)2—  (c  —  dj* 

=  4(A*  —  /*)  , 

et  en  vertu  de  l’équation  (55 .  o) 

8(«  — >  g).(hz — /2)  =p3— *4p^  +  8r  .  .  .  (55.5) 

de  sorte  qu’ayant  par  l’hypothèse  «  >  g ,  il  en  résultera  que 
h  sera  =  <|  /*,  tout  selon  que 
pi  — .  4j7çr  «f.  8r  sera 


—  ou  <4  0. 
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De  plus  les  racines  de  la  réduite  seront  celles-ci 
s{k.e  -f  î.g ),, 

2(k-g  -b  /•*)> 

(*  +  t).(e  +  g)  - b  (*  —  /).(/  +  h).  T/— ir 

{k  4- l)-(e  -b  g)  —  (ft  —  0*(/  +  Ä).V — *** 

(Ä  -h  0-('  +  g)  +  (*  -  ')•(/  —  Å).l/—  1  ,, 

(k  4 “/).(*+  g.)  -  (A  -  0*(/  - -  AJ.  V - -  1  r 

dont  deux  seront  toujours  réelles  et  quatre  imaginaires,  à  moins 
que  f  ne  soit  =  h ,  c’est  à  dire  à  moins  que  p 3  — >  bpq  -f-  8 r 
ne  soit  =  o*  Encore  faut  il  observer,  que  e  étant  par  l’hypo¬ 
thèse  ;>  g ,  et  k  /,  il  en  résultera  que  (ft  —  /).  (k — <l)g, 
par  conséquent 

k.e  -f ’  t -g  k»g  m b  ?•  t  r 

2(k.e  l.g)  j>  (k  4-  l) .  (e  -f*  g)  y 
(k  4-  /).(«  -f  g)  >  2 {kg  -f-  Le); 

Donc  en  supposant  que  la  résolution  de  la  réduite  nous  ait  don¬ 
né  les  racines  suivantes  «,/3  4;  — 1  1  >  /3  +  f*-V —  i  , 

et  y,  où  os  soit  y ,  et  A  p. ,  il  faut  absolument  que  a  soit 
>  Æ  j  et  ß  |>  y  j.  d’où  enfin  il  s’ensuivra^  que 

dans  l’hypothèse  de  p3  4 pq  H—  8r  o 
2  (Æ .  £  -f"  SS  «  » 

2(/.j  -j-  S.g)  =  y. 


©n  aura 


et  delà 
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(*  —  /).(/  +  h)  =  A, 

{*  -<)•(/-  A)  b-m, 

2(4*  ~  /*).*  3-1  k.ct  —  /.y, 


2(4*  —  l*).g  =  4. y  —  /..«  , 
a(*  —/)./=  A  —  ft  , 

a(*  —  0-Å  =  A  4-  ; 


et  dans  l’hypothèse  de  p3  —  -J-  8r  >  |o 

%(kt  -f  [ß)  =  a  > 


2(U  +  kg)  =  y  , 

(4  -  /)•(/■  +  A)  =  A  , 

-h)  =  p, 

et  delà  2(4a  —  Z2).*  =  4.#  —  /y, 

2(4a  —  /*).g  =  4. y  —  /.«  , 
2(4  ■*—/)  ,/  =s  A  -}-  ft , 


h  >' 


Au  reste  il  faut  observer,  que,  quoiqu’il  en  soit  de  la  va¬ 
leur  de  p3  —  4 pq  4-  8r ,  soit  qu’elle  soit  positive  ou  négative, 
l’emploi  de  l’hypothèse  opposée  à  celle  qui  a  lieu  effectivement 
nous  donneroit  toujours  les  racines  de  l’équation  (54.  î)  au  lieu 
de  celles  de  l’équation  (48.0)  dont  il  s’agit  en  effet. 


> 
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VS  SE-V 


§.  3o. 

Jusqu’ici  nous  ayons  traité  de  la  réduite ,  et  du  moyen  d’en 
déduire  toutes  les  racines  de  l’équation  originairement  donnée, 
en  conservant  à  h  et  k  toute  la  généralité  de  leur  valeur,  d’où  en 
effet  résultera  une  infinité  de  cas  particulières,  qui  après  tout  sont 
également  applicables  à  l’objet  principal ,  dont  il  s’agit  actuellement. 
Or  cela  étant,  la  facilité  de  l’application  nous  doit  surtout  faire 
remarquer  deux  systèmes  de  ces  valeurs,  à  savoir  celui  de  hzzz  i 
k  =z  03  ou  bien  celui  de  ^  ^  1  ,  et  /  —  —  1;  dont  le  pre¬ 
mier  nous  donneroit  et  Z»  =  0;  et  le  second  K  “  o, 

et  L  »  —  1. 


En  commençant  par  l’hypothèse  deÆ  =  1-i,et/=o, 
nous  aurions  par  l’équation  (53.2) 


Xs  —  5px$  +  (3^2  +  2 q)x*  —  (p3  -f*  4/7^)#3 
+  (2 p2q  -f  q2  +pr —  4s)x2 — (pq2  +  p*r —r  4ps)x  ^  =  0  .,.(56.o), 

-f  pqr  —  r2  —  p2s 

par  l’équation  (55. 1) 

(x2  —  px  q) 3  • —  q(x2  —  px  +  q )a 

+  (pr —  4 i).(x2 — px  +  q)  —  (p2tj-r* — 4 qs) 

enfin  par  l’équation  (55) 

(x2 — px) 3  -f-' 2 q(x2 — px)2 


—  o . .  (56 . 1) 


+  {qxjrpr —  4r)  .  ( x 2 — px)  \-pqv  —  r 2 — p2r 


zxz  o  . , .  (56. a) 
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les  quelles  auront  toutes  pour  racines  les  valeurs  de 

a  -f-  b  ,  a  c,  a  d,  b  C  t  b  -J-  d ,  et  c  -j-  d. 

Supposant  doneque,  par  la  résolution  de  ces  équations,  on 

J  » 

ait  obtenu  six  valeurs  réelles,  telles  que  a,  /3,  y,  8,  s,  £  rap- 
portées  dans  l’ordre  de  leurs  grandeur;  cela  fera  voir,  que  tou¬ 
tes  les  racines  a,  b-,  c  et  d  seront  réelles,  et  que 


dans  l’hypothèse  de  p 3  — -  kpq  -{-  8r  t>  o 


aura  a  +  b  =  ce , 

d’où  résultera 

a  +  c  =  /3, 

2fl+j7  =  0C+/3  +  y , 

a  +  d  =  y. 

N 

b  -f*  c  =  $  , 

2f  -f-  =  i 3  +  <?  + 

b  +  d  =  f  , 

2H  p  =  y  +  8  + 

i 

r  -f  d  =  g  > 

et  dans  l’hypothèse  de  p1  —  4 pq  8r  <j  o 

a  b  a , 

ce  qui  donnera 

o  +  e  =  /3, 

2fl  +  + 

a  d  —  ^ , 

2Ô  -}-/?  =  «  "f*  y  , 

b  +  c  =  y , 

2f-fp»/3  +  y  +  ^, 

£  ■+*  ^  =:  e, 

«  +  d  =  i, 

38/ 


Au  contraire  si  nous  supposons  que  par  la  résolution  des  é- 
quations  (56)  nous  eussions  obtenu  deux  racines  réelles  oc  et  /3 , 
et  quatre  imaginaires  de  la  forme 

y  +  e-V— 19  y  -  fV-i) 

^  -f-  ?  .  V 1  ,  et  $ q  .  J/ 1  , 


où  oc  6eroit  /3  ,  et  y  |>  $  ;  cela  prouveroit  que  deux  racines 
a  et  b  seroient  réelles,  tandisque  les  deux  autres  c  et  d  seroient 
imaginaires  ;  et  en  représentant  celles- ci  par 

e  +  /•  V—  1  >  et  <?•—/•  V—  1  > 

nous  aurions  dans  l’hypothèse  de 

p3  —  -4-  8r  >  o 


ß  -f-  b 
2e 

a  +  e 
b  - Y  e 


cc 


=  /3 

=S  y 


et  delà 
2a  z:  2y 
2b  =  2^ 
2«  /5 


/3, 

,3, 


> 


et  dans  l’hypothèse  de 
2e  =  , 


/7 3  —  4/7(2  -f  8r  o 
et  delà 


-f*  è  —  ./3 , 

a  -h  e  =  y, 
b  -j"  e  = 

/  =  ?  » 


2fl  —  2y  —  a, 

=  2I  -  Of, 

2«  Z  «  , 

/  =  é  7 


S 
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Enfin  si  résolution  des  réduites  nous  avoit  donné  deux 

*  '  •'  '  •  ,v  •  *  ,  Z  ^  'I  I  i  !  \ 

racines  réelles  oc,  et  y  ,  et  quatres  imaginaires,  telles  que 

/3  4"  A  .  V —  1  >  et  /3  —  A .  y —  i  , 

/3  +  H-  •  V—  1  »  et  /3  —  V—  1  j 

ou  oc  seroit  ;>  /3 ,  /3  y ,  et  A  ;>  /*; 

où  bien  quatre  racines  réelles,  telles  que  oc ,  /3,  /3,  y,  dont  oc 
seroit  >  ,  /3,  et  /3  |>  y,  et  deux  imaginaires  /3-j-A.V — 1  >»et 
ß  —  a,  y-—  i  ,  ce  qui  après  tout  revient  à  supposer  immédia¬ 
tement  ci-dessus  /j,  =  o  ;  cela  fera  voir,  que  toutes  les  racines  de 
l’équation  dont  il  s’agit  seront  imaginaires ,  et  en  les  représen¬ 
tant  par 

e  +  /•  V—  1  ,  e  — -  /.  V—  1  , 

g  +  Ä  .  V/ -  1  ,  g  —  Å  .  -  I  , 

où  e  soit  supposé  d’etre  j>  g  ;  Nous  aurons 

dans  l’hypothèse  de  p3  —  4pçr  +  8r  j>  o 


2e  ss  oc , 

2 g  =  7  > 

/  +  Â  =  A  , 

h  —  f  =  f«, 


et  delà  2£  r:  a , 


2£=  7? 

2/  =  A  —  //, 


et 


et  dans  l’hypothèse  de  p3 


2^  S53  A  — J—  [A  * 
4pr  -f  8r  ^  o  , 
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2t  OC , 

2£  =  7> 

y  +  a  =  a, 

J  —  h  =  ft , 


et  delà  ae  s  ce, 


2£  =  y , 

2/  =  A  +  |W  , 
2h  =  A  — ■  }a  ; 


Quant  à  la  relation  des  racines  de  l’équation  (48 . 0)  que 
nous  avons  designées  par  a ,  A ,  r ,  et  i,  à  celles  de  l’équation 
(*54. 1)  que  nous  avons  désignées  par  o',  A',  r',  et  d',  il  faut  re¬ 
marquer,  que  dans  le  cas  où  elles  sont  toutes  réelles,  nous  au¬ 
rons  toujours 


a  -}-  b  =  a'  -f-  b' 

a  +  c  zz  a  +  c' 

a  +  d  ss  A'  +  c 
b  -f-  c  —  a'  -b  d' 

b  +  d  =  b'  +  d' 

c  b  d  zz  c'  d' 

d’où  enfin  résultera 


et  delà 

2a  +-(a  -j-  A-J-r  -|-  d)zzz(a'  -b' b'  -{-  c  )> 

c’est  à  dire  2a  ~b  p  zz  2(p  —  d'), 
et  de  même  2b  +  p  zz  2(p  —  c  ) 

2C  +  p  zz  2(1 0 —  b') 

2d  b  p=s  2(p~  a')  , 


§.  Si. 

De  même,  en  faisant  k  =  -f-  i,  et/=  —  1  nous  aurions 
en  vertu  des  équations  (53)  et  55. 2) 


3go  ^4^,- 


xs  —  (3p2 —  8ç)^4  -i-  (3p4  —  i Gp*q  -h  i6pr^ 
-[-  1 6q2  — 64/)#2 —  (\ p3 — 4 pq  -4“  8r)2 
et  en  vertu  de  l’équation  (55.  i) 

i 

(a;2  — pz  4 q)3  —  4 q[xz — p2  -f-  4 q)z 
-H  *6(pr —  4.r)(tf2  — pz  -+-4q) —  64(p2/ —  4qs  -J-  r' 


=  o  .  .  .  (57) 


=  0  ...  (57 . 1) 


dont  en  représentant  toutes  les  racines  arrangées  suivant  l’or¬ 
dre  de  leurs  grandeur  par  /3,  y,  —  y>  —  /3,  —  ce,  que 
nous  commencerons  par  supposer  d’ètre  réelles;  Nous  aurons 


dans  l’hypothèse  de  p 3 — -4 pq  +  8r  o, 

■ — —  in  im  ■■■■■■  — — — — 


a  à  “l-  r  “h  ^  zn  /7 
«  -j-  b  — ■  c  — 1  d  zu  ce 
a  ~v  c  —  b  —  d  =  ß 
a  +  d  —  b  —  c  z=z  y 
b  -f  c  —  a  —  dzz—y 
b  -f  d —  a  —  c  z=z  —  ß 
c  -f-  ^  —  a  —  b  =  —  ce 


d’où  résultera 
4fl  nz  p  -\-  ce  -h  ß  -h  y 

4:  b  rr :  p  -f-  ci  —  /3  —  y 

4c  =  p  -\-  ß  —  «  — -  y 

4flf  =  p  +  y  — *  a  —  /3 


et  dans  l’hypothèse  de  p3  —  4p<j  8r  o 

«  —J—  ^  “}"•  ^  “f-  û?  =  p 

ci  *4-  b  —  c  —  d  nz  ce 


a  c  —  b  —  d  =s  ß 


et  delà 

4«  z:  p  4*  «  Hb  /3  —  y 
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b 

46  zzz  .p  -j-  oß  -f-  y  —  /3 

4c  ==  #  +  /3  4-  y  —  a 

r  {  t  i  i 

4  d  zzs  p  —  «  —  /3  —  y 

Si  deux  racines  seulement  de  la  réduite  (57)  étoient  réel¬ 
les,  et  quatre  imaginaires,  il  est  aisé  de  voir,  qu’en  effet  cela 
ne  sauroit  arriver,  à  moins  qu’on  n’ait  ou  deux  racines  a  et  6 
réelles  tandisque  les  deux  f  et  i  sont  imaginaires,  ou  bien  tou¬ 
tes  les  quatres  imaginaires.  Or  dans  le  cas  où  a  et  b  seroient 
réelles,  faisons 

c  =  e  f.\/ —  1  ,  et  d  =  e  ~  f.V=~  1  ; 

Nous  en  aurons  pour  racines  de  la  réduite 
a  +  b  —  2e  , 

a  —  b  2/’.^—  i  , 

a  —  b  —  2/.V—  *  , 

b  —  a  -f  2/.  V —  1  » 

b  —  a  — -  2/-.V—  1  » 

2i —  a  —  6  , 

d’où  il  s’ensuivra,  que  les  racines  réelles  seront  de  la  forme 
ce  ,  et  —  oß ,  et  les  imaginaires  de  la  forme 

■+•  /3  +  y  •  V — ■  1 ,  4-/3  —  y .  y —  1 , 

—  /3  4-  y  •  V — 1  »  —  /3  — -  y .  f/ —  1 , 
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ce  qui  donnera  pour  l’hypothèse  de 

p 3  — •  4 pq  +  8r  o 


a  ~h  b  +  20  =  p 
a  +  b  * —  2e  =  oc 
2{a  -J-è)  s=5  p  -}-  oc 
2  (a  —  b)  =5  2/3 
2/  =  y 


et  delà 

4fl  ss  p  +  flf  +  2/3  / 

43  =====  /7  -f-  Ctf  -  2/3  , 

4*  =s  p  - 06 

4/  =  2y  j 


et  dans  l'hypothèse  de  p*  —  ûpq  -J-  8r  <{  o 
a  +  i  +  2«  =  P  et  delà 


a  b  —  2e  zr  —  oc 
2(0  H-  =p7  —  a 
2(0  — :  &)  =  2/3 
2/  =  y 


4ß  =  p  — 1  a  +  s/3 , 
4è  rr  /J  —  oc  — -  2/3 , 
4«  s=  /;  4-  a  , 

4/=  2  y  5 


Au  contraire  j  si  toutes  les  racines  o,  b,  c  et  d  étoient  i- 
maginaires ,  faisons 

0=  «+/.!/—  1,  b=e— i/.V—  il 

f=S  +  4.^—1,  et  d-g—  A.V—  1. 


où  0  soit  supposé  d’ètrè  j>  g.  Nous  en  aurons  pour  racines  de 
la  réduite 

±  *(«  —  g) ?  ±  «r/+  à).v—  1  ;  ±  2 (/-—£). y— 1  ? 


ce  qui  donnera,  ou  quatre  racines  réelles,  telles  que  ce,  o,  o  et 
— «,  et  deux  imaginaires  telles  que  — i  et — — 1» 

dans  le  cas  de  f—h,  c’est  à  dire  dans  celui  de  p 3  —  bpq-{-8r—o; 
ou  bien  deux  réelles  de  la  forme  ■-}-  a  et  — a,  et  quatre  ima¬ 
ginaires  de  la  forme 

■+•  /3.|/ — 1i  — /3.|/ — i, 

-f-  y.  y —  i  ,  et  —  1  j 

d’où  enfin  il  s’ensuivra,  qu’ainsi  nous  aurons 

dans  l’hypothèse  de  p%  —  bpq  -4-  8**  e=o. 


s(*  +  g)  =  P 

et  delà 

2(*  —  g)  =  CC 

ke  =  p  -J- 

2(/  •+•  h)}  =  /3 

f* 

1 

II 

va» 

2(/  —  h)  —  0 

II 

II 

Tö 

et  dans  le  cas  de 

p 3  —  bpq  -f  0 

a(*  +  g)  =  P 

et  delà  4*  =j  p  *f-  et , 

a(e  —  g)  -  et 

%  =  /?  —  Û5, 

2(/  +  Å)  =  /3 

II 

Tö 

1 

%« 

2(/_/j)  =  —y 

4à  —  /3  -f-  y  ; 

s  l’hypothèse  de 

P73  —  4/?^  -f-  8r  <!  0 

2{«  -»  g)  =  P 

et  delà  4 e  —  p  u  t 

a(*  —  g)  ~  ce 

—  P  —  «  , 

»(/  +  A)  =  /3 

4/=  /3  -j-  y  ; 

a<7  —  iî)  -  y 

4Å  =  /3  —  g , 

5o. 


Vf — H 
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§.  52. 

Dans  ce  qui  précède  nous  ayons  déduit  nos  réduites  de  la 
formule  générale  (55.  o)  afin  de  faire  d’autant  mieux  sortir  le 
vrai  principe  qui  nous  conduira  dans  toutes  les  recherches  sui¬ 
vantes.  Toutefois  on  auroit  encore  pu  obtenir  l’équation  (56,0) 

% 

en  éliminant  0,  b,  c  et  d  des  équations 

a  -j-  b  • c  4  i  =  /7 , 
ab  *4”  oc  4*  -j~  bc  -4-  bd  -|-  cd  —  g  •> 

abc  4  abd  ac  d  4  bed  “  r  , 

ûôri  zu  s  y 

et  a  b  m  x. 

Celà  nous  donnera  d’abord 

c  -f  d  ~  P  — 

ac  ad  bc  »f-  bd  zm  (a  4“  b),[c  4  d} 

—  PX  -  X*  y 

ab  4*  cd  zz :  q  —  ac  —  ad  —  bc  —  bd 

—  q  —  p> f  *4  *2  > 
ab(c  -f*  d)  4  cd  {a  -J-  b)  —  r 
c’est  a  dire 

(p  —  X ab  4-  x\cd  —  r\ 

Or  en  vertu  de  ce  qui  précède  nous  avons  encore 
( p  —  x),ab  -f-  {p  —  x).cd  rr  (p  — *  x).(ab  -f-  cd) 

=  (P  —  x).[q  — px  4-  x*J 

—  Pi  —  (p1 4 q)*  ■+■  *px* — X3* 
et  X,ab  ■>{-  X, cd  zzz  qx  « — px *  4  x3  > 


5g5  *^î^rP 


et  delà  par  une  simple  soustraction 

( p  —  2x).ab  zu  r  —  qx  •j*  px*  —  x' 

( p  —  2X)  .cd  ~  pq  —  r  —  ( p 2  4-  d)x  +  2p*2  —  X*  , 

d’ou  enfin  en  multipliant  ces  équations  l’une  par  l’autre  } 

(p2  —  4 px  -p  4.X-) .  cibcd  ,  c’est  à  dire 

(p2  —  <±px  4 x2).szzzxs — 3px*  4  (3p2  4  — ( p 3  44 pq).xz 

4  {pr  -J-  q2  4  2p* gr)  .*a  ~~(p*r  +pq*J .x 
4  p^  —  r2  , 

et  en  ordonnant  le  tout  par  rapport  aux  puissances  de  x 
x6 —  opxf  4  (op2  4  2 q).x*  — (p3  4  4 pq),x3  ^ 

4(pr  4  q2  4  2p2g —  4/) a?1  —  (p2r4  P(4  —  4p/).#  >  =  o 

4  pqr — r1 —  p2/  ^ 

ce  qui  est  précisément  l'équation  (46.  o)  que  nous  avons  rap¬ 
portée  ci-dessus. 

De  même  l'équation  (5 7.0)  ne  sera  que  le  résultat  de 
l’élimination  de  a,  b,  c  et  d  de  ces  équations 

a  4  à  4  c  -f  i  =  |î, 

ab  4  oc  4  4  bc  4  bd  4  cà  —  q , 

aàr  4  ûbd  4  e\cd  4  bed  —  r , 

cbed  =  /  , 
et  a4à  —  f  ■ —  d  —  x  y 


596: 

ce  qui  se  fera  de  la,  manière  suivante 
a(a  +  b)  =  p  -f-  X  , 

2  (c  d)  ~  p  —  X , 

4(af  4  ai  +  4~  bd)  =.  2(0  4  b).a(c  +  djl 

=  ^  —  *2  , 

4 (ab  4  cd)  =  4 q  —  4(af  4  +  bc  -j- 

=  —  p2,  4  4  g;,, 

d’où  enfin  résultera 

4aà(p  -{-  #)  4*  4ci(p  4  #)  —  ( x%  — P 2  4"  4#).(p  4~*} 

=  #3  -b-px* — (p2, —  4^)*  — p3  -h  4 p£„ 

4a£(p —  *)  4"-  4fß?(p —  x)  =  (*2  — p2  +  4^J.(p  —  *) 

=3.  — :v3-+-p*2  -4-  (pa  —  4^)x  —  p3  4-  4/?2j, 

Or  en  vertu  de  l’équation  pour  la  valeur  de  r,.  nous  aurons, 
encore 

4oô.2(f  -f.  d)  4“  4fd.  2(a  4  b)  —  8 r  ,, 
c’est  à  dire 

4 ab.(p-x)  4  Ckcd.(p  4"  #);  —  8r 
et  delà  par  des  simples,  soustractions 

Sab.x  =  *5  4.  px*  —  ( p *  —  4?)*  —  (p3-—  bpq  4  8 r)\ 

Hcd.x  =  —  p*a  —  (p2  —  4#)*;  4(^3  4p?  4.  8r),, 


TS-'SF*’' 
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enfin  en  multipliant  ces  équations  l’une  par  l’autre,  et  substi¬ 
tuant  au  lieu  de  64 abcd  sa  valeur  64/  r 

64 sx2  =  x 6  - —  (3p2  —  8^)*4 

-H-(qp4  —  i6pzq-b  i Gpr  +  1 6q*)x2 

—  ( P 3  — tyq  +  8r)2 

ce  qui  est  précisément  l’équation  (5q.oJ  elle  même 

§.  53. 

Outre  la  forme  particulière  des  équations  du  quatrième  de¬ 
gré  ,  que  nous  avons  considérée  jusqu’ici ,  à  savoir 

( X 2  —  Fx  -+-  G)2  —  o  .  .  ;  .  5i) 

dont  après. tout  la  solution  ne  présente  pas  d’autres  difficultés 
que  celles  du  second  dégré,  il-y-a  encore  cette  forme 

*4  —  Fx  ®  +  G  =  o-  .  .  .  .  (58) 

dont  on  peut  de  même  ramener  la  solution  à  celle  des  équa¬ 
tions  du  second  dégré.  Or  pour  que  l’équation  (49.0)  soit  de 
cette  forme,  il  faut  absolument,  ou  que 

k.  d  +-'/.£*  -+-  m  •  b  -f-  n  .  a  =5 - l.d  —  ni  .c  —  n.b  —  k  .  a , 

et  delà  (£+•/). tf-|-  (I  +  c  -f-  n).b  -f-  (k  -+-  nj.a  z=z  o 

ce  qui  ne  sauroit  avoir  lieu,  à  moins  que 

k  ne  soit  =  m,  et  /  =  n  =  —  k  =  —  m , 

ou  k  étant  arbitraire,  rien  ne  nous  empêche  de  le  prendre  1 , 


*kz2r> 


3q8 


ce  qui  donnera  pour  k.  ci  -f-  l.c  m.b  -}-  n.a  la  fonction 
même  d  4-  b  • —  a  —  c  que  nous  venons  d’avoir  considérée 
ci-dessus;  Ou  bien  i!  faut  que 

k  ,d  -j -  l.c  -f-  m.b  4~  n.a  ~  —  m.d  —  n  .c  —  k.b  —  /.a, 
et .  delà  (k  -j-  m) .  d  4-  fl  4-  n) .  c  4-  (k  -j-  m) .  -J-  n) .  a  =  o , 


ce  qui  après  tout  ne  sauroit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  quel¬ 
conques  de  a,  b}  c  et  d,  à  moins  qu’on  ne  suppose 

in  ~  —  ky  et  r;  —  / ; 


Au  reste,  rien  ne  déterminant  aucune  relation  particulière  de  k 
à  / ,  il  n’y-aura  poiut  de  difficulté  théorique  à  leur  conserver 
tout  la  généralité  de  leur  valeur;  mais  tout  bien  considéré, 
comme  il  n’en  résulte  aucun  avantage  pour  la  solution  du  pro¬ 
blème  dont  il  s’agit ,  l’hypothèse  la  plus  simple  sera  toujours  celle 
de  k  l  zzz  1  ,  laquelle  nous  donnera 

k.d  4"  / .  c  -j-  m.b  -j-  n.a  zzz  d  c  —  b  —  a 

ce  qui  en  effet  n’est  que  l’hypothèse  même  ,  dont  nous  venons 
d’avoir  traité  toute  à  l’heure. 


Mais  outre  celte  hypothèse,  il  y-a  encore  celle  de  k  r:  1 , 
et  l  zzz  +■  —  1 ,  qui  ne  mérite  pas  moins  d’ètre  considère  à 
part.  En  effet  celled  donnera 


\/  (d  4*  N/—  1  •  ' 

tion  (49.0),  et 


b  — •  —  1 .  a) A  pour  racines  de  l’équa- 


& 
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\/  (d  —  y —  1 .  c  —  b  -f-  y —  i.a)4  pour  racines  de  l’équa¬ 
tion  (4g.i),  de  sorte  qu’enfin  l’équation  (4g.  2J  ne  sera  qne  le 
produit  de 

X*  —  (i  -|-  V — 1  • c  —  b  —  y — i.û)4  =0  par 

X*  —  ( d  —  y —  1  .f  —  b  4*  V —  1  ,rt)4  ==  0 > 
ce  qui  étant  mis  en  exécution  donnera 


*8  _  2[  y  _  yy  _  _  By  .  (c  —  a)2  4.  (e  —  a)4]*' 

+  [(d—b)2  4-  (c  —  ayy 

ou  bien  sous  une  forme  un  peu  différente 
xs  —  2^  [(i —  b)2  4-  (c  —  n)2]2  —  S(d — b)Q.  (r  —  a)2^x4' 

Hh  [(d—by+(e  —  ay  y 

c’est  à  dire  ,  qu’en  faisant  pour  plus  de  brièveté 
(i  —  b)2  +  (*  —  a)2  =  t. 


o 


=  °..(5g) 


et  ( d  —  b)2  .  ( c  —  a)z  s sa  w , 

nous  aurons,  pour  déterminer  les  valeurs  de  toutes  les  fonctions 
qui  sont  comprises  dans  le  système  ( A )  du  paragraphe  24  , 
l’équation  suivante 

Xs  —  2 (t2  —  8m)*4  -f-  t4  —  o  .  .  .  (5g.  1) 

où  il  faut  avant  tout  commencer  par  déterminer  les  valeurs  de 
t  et  u. 

$.  55, 


pour  cela,  commençons  par  faire 
2  (cic  -f*  bd)  zzz  v  j 


nous  en  aurons  d’abord 

t  =  cc1  -f-  b7  *f“  d*  —  2 (or  *4-  bd 

—  pz  —  2 q  — -  v. 

De  plus  en  se  rappellant  les  équations 

a  -I-  b  4-  c  *f  d  =  p , 
ab  -f-  ac  4~  ad  4"  bc  — bd  -4-  cd  zz  q  y 

abc  4”  abd  4~  acd  4“  bed  zz  v , 
et  abcd  zz  s , 

il  en  résultera  qu*en  effet 

aac'a  4“  c)  4“  2 ac(b  4")  d  zz  p.zac  , 

2bd(a  4“  O  +  ibdip  4-  d)  zz  p.zbd , 

2  ac(b  4"  d)  4"  2 bd(a  4~  c)  z z  2 r  , 

2(flf — bd)  .{a  +  *)  =p.2flf  —  2P, 

2(ac  —  bd). {b  4"  d)  =  2f  —  p.2bdy 

et  delà  en  multipliant 

4(ac  —  bd)2  .(a  c)  t{b  -{-d  )zz  2  pr.{  lac  -f-  2  bd)  —  4 p2 
Or  4 (ar  —  Ârf)2  étant  =  4(ar4h^)2  —  iQabcd 

zz  u2  —  16/, 


— 4r2 

et 


4oi 


a(a  Hr  c)  -{b  4  d)  =  2 <7  —  2 (ac  4  M) 
nous  en  aurons 

(t/2  —  i6/).(22  —  »)  S3  4^n;  —  8 p3f  —  8r4 

c'est  à  dire,  en  ordonnant  cette  équation  par  rapport  aux  puis¬ 
sances  de  v  y 

-  2 qu 2  4-  4 (pr  —  4/) .  v  —  8 (p2s  -f-  r9  —  4 qr)  33  o  . . .  (6o) 


v 


=  o  . .  .  (6o .  î) 


d’où  enfin  en  substituant  p 2  —  2 q  — *  t  au  lieu  de  v ,  nous  au¬ 
rons  pour  déterminer  la  valeur  de  t  l’équation  suivante 

O  —  (5  /7*  — 

4-  (5/J4  —  i6p2q  4-  ïoq2  4-  4/7f — |6;)./ 

—  Ps  4*  8^4^r  —  2op2q2  4  4  8r2 

4"  24/ï2i‘  —  64^/  4-  8pqr  —  4/?V 
et  en  faisant  ac  4-  bd  sr 

/  * V  ..j 

J'7’5  —  qV2  +  (pr  —  4/) .  V  —  p2 s  ra  4  4/jx  ss o  . ,  .  (6o. 2) 

dont  les  trois  racines  seront 

ac  4“  bd ,  ab  4*  cd ,  et  ad  4  bd 
Or  u  étant  =3  (d  —  b)2  .(c  —  a)2 

ss  (ab  4 -cd  —  ad  — -  be)* 

il  est  évident,  que  l’équation,  qui  déterminera  les  valeurs  de 
ne  sera  que  celle  qui  déterminera  les  quarrés  des  différences  des 

»  î-  j 

5i, 
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racines  de  1  équation  (60.2).  Donc  en  représentant  pour  plus 
de  brièveté  ces  racines  par  cc,  f 3  et  y,  il  s’ensuivra  que 

»  =  (Æ  —  y)2. 

De  plus  2/3  étant  =  q  —  ce  -f-  (/3  —  y); 

et  2y  =  q  —  a  —  (/3  —  y)  , 

il  en  résultera  par  une  simple  multiplication 
4/3y  =  a3,  —  2qcc  +  ç2  —  «; 
or  4/3y  étant  sa  4(«/3  +  ccy  -f-  /3y)  — -  4a(/3  -H  y) 

=  4pr  —  16/  — r  &ct(q  — •  a), 

nous  en  aurons 

4 ccz  —  -J-  4/7K  —  l6f  ZZ2  U2  —  2 qoc  4“  qz  —  U  9 

et  delà  enfin 

3otz  —  aqcc  4-  4 pr  —  1 6/  — ■  qz  “f*  «  =  o- 

Mais  en  vertu  de  l’hypothèse  elle  même,  nous  avons  encore 

a3  —  qcc*  -j-  (pr  —  4 f)où  —  p2f  —  r2  -4-  —  o, 


donc  en  éliminant  a  au  moyen  des  équations  que  nous  venons 
de  rapporter,  et  en  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puis¬ 
sances  de  »,  nous  aurons  enfin  pour  déterminer  la  valeur  de  ss 
cette  équation 

U3  —  2(gra  —  5 pr  4-  i2*)tta  4-  (qz  —  5py  -f-  12/)2  .  rv 


rp*q2r2  —  %opq2rs —  i2852/a  — 6pir*s —  2yr4' 
l-J-  l44 qrzs  -}-  i44 p2qs2  -f-  i&pqr3-^  i8pJqrf 

J —  4 p3r3  —  ig2/7rxa  -J"  256x5 

{ — 4 /Jag3/ -f-  2qpAiz 


►  o  . . ,  (61) 


Au  reste  il  faut  remarquer,  qu'ayant  par  le  procédé  de  l’éli¬ 
mination 

a  —  g*  —  ^pqr  —  2o^r  -J-  gra  -f-  9 p*x  —  ££i 

—  3^?  +  12/  —  3  h 

et  par  ce  que  nous  avons  démontré  ci-dessua 

i  ~  pz  —  25  —  «  Jî 

£?a^2  —  4^3  — 3/?V  -1-  i4pgr  —  i8r4 

—  6 pzs  4*  i6#x  —  (5/? 2  —  Sq) . u 
qz  —  3 pr  -f-  12/  —  3a 


nous  en  aurons 


a 


—  bpqr  —  205/  4*  9*“2  *+“  9 pz* 

—  Cqz  —  3pr  -f-  iarj.ee 

q  —  3  ce 


.  (62.1) 


p*  qi  __  4^3  —  3/73r  +  i4j3^r  —  i8r2 

—  Qpzs  4.  !6 qs  —  (g2  —  3pr  -+-  i2xj.* 
5 p$  ~~8q  —  3/ 


...(62.2) 


ce  qui  fait  voir,  que  des  trois  fonctions  ci,  m  et  que  nous 
venons  de  considérer,  chacune  est  une  fonction  rationelle  des 
deux  autres;  de  sorte  que  la  valeur  de  l’une,  quelle  que  ce  soit, 
étant  donnée  par  la  résolution  de  l’équation,  qui  lui  est  partial- 


4°4 


lière,  cello  des  deux  autres  seront  absolument  déterminées  ;  d'où 
il  s'ensuit,  que,  pour  ne  pas  courir  aucun  risque  de  rester  en 

V  • 

suspens  par  rapport  à  celles  de  ces  valeurs,  qui  seront  corre¬ 
spondantes  l’une  à  l’autre ,  il  ne  faut  pas  déterminer  que  celles 
de  l’une  par  la  résolution  de  l’équation  du  troisième  degré  qui 
en  déterminera  toutes  les  racines,  après  quoi  celles  des  deux  au¬ 
tres  doivent  toujours  être  déterminées  en  fonctions  de  celles-là 
par  les  équations  du  premier  degré,  que  nous  avons  rapportées 
ci  dessus.  Cela  fait,  nous  aurons,  en  vertu  de  l’équation  (59.1), 


X 


t 2  —  8  u  +  4\/4m2  — -  tzu 


ce  qui  donnera  en  tout  vingt  quatre  valeurs  de  .y,  à  savoir  en 
substituant  successivement  au  lieu  de  t  les  trois  valeurs  t'\ 
et  t  tirées  de  l’équation  (60.1),  et  pour  u  les  trois  valeurs  cor¬ 
respondantes  n"  et  u"  tirées  de  l’équation  (62.  2);  enfin  pre¬ 
nant  le  signe  du  radical  \/;4tta —  /2«)  tant  en  plus  qu’en  moins. 


$.  56. 

De  tout  ce  qui  précède  il  s’ensuit,  que,  de  quelque  manière 
qu’on  s’y  prenne,  pour  avoir  la  valeur  d’une  fonction  linéaire 
des  racines  «,  by  t  et  d,  de  cette  forme 

ka  -}-  Ib  -J-  me  -f-  nd , 

on  ne  sauroit  après  tout  éviter  de  dépendre  au  moins  de  la  ré- 
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solution  d’une  équation  du  sixième  degré,  dont  pourtant  trois  ra¬ 
cines  étant  données,  toutes  les  autres  en  seront  déterminées  [par 
des  relations  linéaires  extrêmement  simples,  ce  qui  fait  voir, 
qu’en  effet  il  n’y-en-a  que  trois  d’indépendantes,  et  par  consé¬ 
quent  nous  fera  soupçonner,  que,  bien  qu’étant  du  sixième  dé- 
gré,  la  réduite,  dont  il  s’agit,  ne  présentera  pas  d’autres  diffi¬ 
cultés,  que  celles  d’une  équation  à  coefficients  généraux  du  troi¬ 
sième  degré.  Cela  étant,  nous  en  aurons  à  résoudre  le  pro¬ 
blème  suivant.  Quelle  est  en  général  l’équation  de  condition 
qui  déterminera  la  relation  des  coefficients  P,  Q,  R,  S,  T  et  U , 
pour  que  la  résolution  de  cette  équation. 

Xs  —  Px*  -f-  Q*4  —  RxJ  Sx2-  —  Tx  -f-  U  o 

puisse  être  ramenée  à  celle  d’une  équation  generale  du  troisième 
degré?  Or  pour  que  cela  puisse  avoir  lieu,  il  faut  absolument, 
que,  même  pour  des  valeurs  indéfinies  de  .v,  la  fonction 

**  —  Px y  Q*4  —  f?.v3  -j-  Sx2  —  Tx  Hh  U 

soit  identiquement  la  même,  ou  avec  une  fonction  donnée  quel¬ 
conque  de  la  forme 

(x2  —  +  C(x2  —  Ax  -f  B)2  -f  D(*a— - Ax\  B)  —  E> 

ou  bien  avec  une  autre  de  cette  forme 

( x 3  ~Gx2  +  Hx—KJ2  —  L{x'~Gx2  +  Hx  —  K)  +  M=z  o, 

dont  enfin  la  première  nous  donneroit 


F  4o  6 


x'SAx'rkSAn  —  ^7  +  3ßz\  —  SAB*!  •+•  ß* 

j-3ß  >*4—  6^ßW«^3^ßJ  +<2ABC>x-B'C 

_c\  ^-2^rc\  —  ^ eu*-  +  bd 

—  aßCi  —  £ 

-h  £] 

—  x5  —  Px*  .q.  Qx 4  —  Æ*3  -{-  S#*  —  Tjf  "}*  U , 
et  delà  P=zoA,  Q=oAz  +3B  —  C,  R~A*  +6  AB  —iAC 
zb—c^q—za2,  sA(5B — C)  =  y? — a* 

c’est  à  dire  fP(Q.—  \PZ)  —  & — ?\P*  j 
ou  bien  enfin  5P3  —  18PQ  +  27/?  =  o 

De  plus  5#z  —  2ßC -[■  ö-|-^a.(öß  C)  =  •£» 

-  25C+Ö)  =  AS—AH5B-CJ  =  2\ 

^3(3^a  —  Q)—  AS  —  T  =  o  , 
ou  bien,  en  multipliant  par  81  et  substituant  P  au  lieu  de  5 A, 

ps  __3P3Q — 27PS  —  81T  =  o, 

de  sorte  qu  enfin  pour  que  la  fonction 

_ px5  +  Q*4  —  P*3  -f-  S*2  —  Tx  +  U 

puisse  être  ramenée  à  cette  forme 

(x'—'Ax  +  ß)3  — C(x2  —  Ax-hB)1  +  D(x*  rr  Ax\  B)  —  E 

il  faut  toujours  que  ces  équation  aient  lieu 


et 


4O7  =3= 

5P  18PQ  >|.  27P  zs  o, 
p>  —  5P*Q  _  a7p5  _  8ir  =  o, 

Quant  à  la  seconde  forme ,  celle-là  donnera 

X*—  2<7**4-Ga  —  2GH7  4-  i/O  —2  HK  +  JT* 

4-2/7I*4—  siK^x9  +2GK±x*-~  HL\x  +  KL 
J  —  £3  -f  GL$  I  +  M 

=  x'  —  Px*  4  Qx**-Rx*  -f-Sx*  —  Px  4-  £/ 
et  par  conséquent 

2G  =  P,  8#  =  4Q  —  4G*  =  4Q  —  Pa, 

8(2 K  4  L)  =  8P  —  2G.8//  =  P3  —  4PQ  4-  8/? 

2 G.  52(2/11  -f-  P)  -f“  64 H*  =  645 , 

4P4  —  16P2  Q  4-  02PP  +  P4  —  8PaQ  4-  16Q2  =  645, 
5P4  —  24PaQ4-52PP  4-  16Q*  —  645=o, 

64  P  —  8H.8(2K  4  JL)  =  o  , 

« 

pt  __  8P5Q  4  8 P2i?+  i6PQa  —  02QP  4  64 P  =  o, 
ce  qui  fait  voir  qu’ainsi  la  fonction 

xs  —  P Xs  4-  Q**  —  P*5  4-  5*2  —  Tx  4  Z7 
ne  sauroit  être  ramenée  a  la  forme  de 

(*’—  G*2  +  Hx'r-KY  —  L(*3  —  Gxa  4-#*  —  K)-hMz=* 


à  moins  qu’on  n'ait  ces  deux  équations  de  condition 
5P*  —  a4P2Q-}-  3aPP-t~  16Q2 —  645=:o,  et 

P*-~ 8P3Q4-  8P2P  +  i6PQa  —  5a QP  +  64 T=zo 
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CAROLI  PETRI  THUNBERG 

M,  D.  IN  BEG.  ACAD.  UPSAL.  T30TAN.  PROFESSORTS 
REG.  ORD.  DE  WASA  COMMENDATORIS. 

ADUMBRATA 

A 

J.  H.  SCHRÖDER. 


Vuin  plurimos  insignes  magnique  nominis  sodales  habuerit  Re¬ 
gia  Scientiarum  Societas  Upsaliensis,  quos  THUNBERGIO  tamen 
meritorum  famæque  splendore  praeferret,  haud  ita  multos  ha¬ 
buit,  quippe  qui  semiseculo  et  quod  excurrit,  Senior  noster  et 
Collega  annorum  meritorumque  gravitate  sese  commendaret.  Na¬ 
tus  est  Ille  Junecopiæ,  Smolandorum  oppido  antiquo  et  non  in¬ 
celebri,  anno  superioris  seculi  quadragesimo  tertio,  die  Novem¬ 
bris  mensis  undecimo,  patre  JOHANNE  THUNBERG  mercatore  , 
matre  MARGAR.  STARKMAN,  quæ,  post  mariti  obitum  , 
GABR,  FORSBERG  illius  in  mercatura  successori  nupsit.  Inter 
Scholae  Trivialis,  quæ  Junecopiæ  floret,  alumnos  receptus,  docta 
fidaque  institutione  usus  est  M.  HAQUINI  SJÔGREN,  tum  ibidem 
Conrectoris,  tandem  Archipræpositi  Wexionensis,  yiri  adcuratiori 


doctrina  Sc  antiqua  inorum  severitate  aeque  conspicui.  Unde  cum 
ad  ampliora  litterarum  spatia  admitti  posse  visus  est,  Academiam 
Cpsaliensem  adiit,  et  anno  176.1  nomen  dedit  Albo  Studio- 
sorum  Nationis  Smolandicæ,  cui  tum  temporis  praefuit  Inspector 
CAROLUS  a  LINNÉ.  Inter  præcipua  vitæ  suæ  beneficia 
lubens  numerare  consuevit  illud,  quod  sibi  contigit  talis  tan¬ 
tique  Viri  Popularis  disciplina  publice  privatimque  uti.  Ex 
isto  tempore  in  oculis  tulit  Historiae  Naturalis  studium,  ita 
tamen  ut  in  ceteras  etiam  disciplinas,  quæ  ad  humanitatem  maxi¬ 
me  conducant ,  assiduam  conferret  operam.  Examine  igitur 
coram  Facultate  Philosophica  praestito,  ut  mos  erat  temporis, 
totum  se  dedit  erudiendum  Medicis,  qui  tunc  eam  scholam  ornabant  > 
I.ÏNNÆO  in  Historia  Naturali,  BERGMANNO  in  Chemia, 
SIDRENIO  in  Medicina  theoretica  et  practica.  Editis  binis  Disser¬ 
tationibus,  publieæque  censuræ  subjectis,  pro  Exercitio,  de  Ve¬ 
nis  absorbentibus,  Praeside  LINNÆO  (1767),  pro  Gradu, 
de  Ischiade,  moderante  SIDRENIO  (1 770),  jam  dignus  habitus 
est,  cui  futura  in  Promotione  (1772)  jura  et  insignia  Doctoris 
in  Medicina  publice  conferrentur. 

Sed  quum  dilecta  exspectatione  semper  tentaretur  lu¬ 
strandi  terras  longe  remotas,  non  solum  ingenii  sed  et  cor¬ 
poris  vires ,  peregre  ituro  necessarias ,  nullo  non  tempori  exer¬ 
cuit.  Post  tot  annos  redit  in  memoriam,  in  athleticis,  in  gla- 
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diatoriis  ludis  præ  aliis  eminuisse  THUNBERGII  nostri  e* 
gregias  dotes.  Corporis  habitu  licet  gracilis  et  statura  mediocris, 
solidis  membrorum  compagibus  et  artuum  vigore  valebat,  ad 
molestos  labores  promtus  erat  et  facilis.  Sarcinis  igitur  collectis, 
Upsaliæ  et  LINNÆO  valedixit,  utrique  carus  alumnus,  summi 
Doctoris  amplexibus  votisque  exhilaratus  peregre  profectus  est 
(1770),  Stipendio  Kâhreano,  parco  sane  viatico,  beatus. 
Hafnia  inspecta,  Hollandiam  superando,  Lutetiam  Parisiorum 
petit.  Museis  et  Institutis  visitatis,  in  Hollandiam  (benignam  eo 
tempore  Botanicorum  nutricem)  rediit,  ubi  BURMANNUS  Pater 
et  Filius,  Arcades  ambo,  perdilectum  LINNÆI  discipulum  pari 
adfectu  exceperunt,  et,  cognita  viri  juvenis  industria  ,  in  In¬ 
diam  Orientalem  itineris  faciendi  auctores  fuerunt.  Ast  cum 
necessariis  sumtibus  fungendi  nulla  spes  amplius  affulgeret,  mu¬ 
nus  et  salarium  Chirurgi  Navalis  extra  ordinem,  sibi  a  Societate 
Indico* Batava  oblatum,  haud  recusavit.  Paratis  igitur  omnibus, 
profectioni  instituendæ  quæ  maxime  inservirent,  navem  conscen¬ 
dit,  et  bonis  avibus  ad  Promontorium  Africæ,  Caput  bonæ  spei 
dictum,  an.  1772  mense  Aprili  accessit.  Per  tres  ferme  annos 
interiora  Africæ  meridionalis  situs  et  loca  lustravit,  egregios  inde 
rerum  naturalium  thesauros  congessit  et  cum  LINNÆO  suo 
communicavit.  Anno  1775  mense  Martio  ex  Africa  Javam  in¬ 
sulam  profectus  est.  Ibi  mox  ei  arrisit  fortuna,  cum  negotium 
Chirurgi  Primarii  Classis  Indico  -  Batavæ  adire  sibi  datum  est 


VS 
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in‘  Japoniam.  tendere..  Maris  coelique- rabie  feliciter  su-- 
perata ,,  portum  Japoniæ  Nagasaki  Augusto,  mense  ejusdem  anni 
ingressus,  est.  Remotas,  hujusce  insulae  regiones  et  loca,  aditu,- 
difficillima,,  rara,  felicitate  Noster,  Kæmpferus  redivivus,  per¬ 
meavit.  Legationis  nimirum  Indico  -  Batavæ  Medicus  factus  pri¬ 
marius,,  urbem  Miaco ,  sacra  Dairi  (Kin.  Rey)  Imperatoris, 
sede  celebrem,  transiens,  J.edo,  totius  insulas  metropolis  sollemni 
pompa  et  apparatu,  ingressus,  est..  Etsi  advenis  libere  excurrere 
heic  non,  licebat,,  multas  tamen,  praeter  omnem  exspectatio¬ 
nem,  plantas,  vivas,,  herbaria  sicca,  libros,  mappas  geographicas, 
monetas,,  utensilia  cet. ,  cura  fatigari  nescia ,  non  solum  collegit  et 
secum  asportavit  Noster,  sed  et  adcuratam,  quatenus  fieri  potuit,  sibi 
comparavit,  notitiam  de  statu  hodierno  et  pristino,  de  moribus, 
instiiutisque  hujus  populi  peculiaribus.  Probe  enim,  memor  erat:: 

Non  cuivis,  homini  contingit  adire  Corinthum .. 

Pûstmodum  interdicta  fore  vel.  saltem  difficiliora  omnis  generis. 

«  •  J  .  i  •  i  f?  »I  r<->  •  ' 

cum  hac  gente  negotia,  Noster  praesagiebat.  Eum.  vero.  non>  vana, 
dixisse,  Legationum,  et  Peregrinantium  exempla  plurima,  ab;  eo. 
inde  tempore  comprobarunt  *)«. 

*')  Cfr,  Meylan,  Japan..  Amst.  i85o>,  nec  non,  S;i  e  bo  Id  „  de  Historiae- 
Natural  is.  in  Japonia  statu*.  Bataviæ  i82.4.  Ambo  Japoniæ  per  plu¬ 
ies  annos  commorati;  —  ille  scii.  Batavorum,  in  Dezima  merca¬ 
turam  lacientium.  praeses,  hic  Societatis,  Indico-- Batavæ  Medicus  — 
Thunbergii  laudes  uno  quasi  ore  praedicant.  Amorem  nimirum,  et 
studium  Historiae-  Naturalis  primus  excitavit  Th  bergius  apud  in¬ 
digenas,  adeo  ut  Scholae  Linnæauæ  statorem  Japonenses,  salutant,, 
ejusque  vestigiis,  hodie  sedulo,  insistunt.. 
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Sedecim  itaque-  mensibus  in  Japonic  transactis ,  una  cum'  Ee*« 
gationis  capite  sociisque,.  Noster  anno  1777  ineunte  Javam  re¬ 
versus  est.  Per  dimidium  anni  spatium  heic  commoratus,  in  di¬ 
versas  hujus  insulae-  regiones  minime  saluberrimas  salvus  excur¬ 
rit^  donec  mense  Julio,  ejusdem  anni  vela  dîedit  et  ventis  secundis 
Ceylanicae  insulae  oras  appulit..  Cursim  lustrata  hac  terra,  iter 
in  Africam,  relegit,,  cujus  australe  promontorium  an.  1778,  mense 
Aprili  ad  finem  vergente,  denuo  salutavit.  Praestolabantur  ibi 
Illius  adventum  litterae,,  ex  Europa  patriaque  jam  pridem  adve¬ 
ctae,  dulcissimae ,  quibus  nunc  primum  de  munere  Demonstratoris 
Botanices  in  Regia.  Academia  Upsaliensi,  ante  annum  sibi  delato, 
certior-  factus-  est*.  Accessere-  insuper  Litteræ  et  Diplomata,  qui¬ 
bus  Reg.  Societas  Scientiarum  Nidarosiensis,  omnium-  prima  , 
(1772),.  Societas  Physiographica  Lundensis  (1775)',  Reg;  Acade¬ 
mia  Scientiae;  Holmiensis  (1 776)  St  Reg;  Societas  Scientiar.  Up- 
saliensis  (1777)  Nostrum!  sodalium?  in  numerum;  cooptarunt.  Hæc 
et  quæ  sunt  cetera,-  ut  documento-  fuere,  quanti  labores  Illius, 
et  aerumnas  fecerit  alma  patria,  ita  mira  dulcedine  eum  permove¬ 
bant,  ut  cito-  citius  vasa=  conquireret  et  Septentrionem  repete- 

r 

ret.  Navim-  igitur  conscendit,,  et  relictis  Africae  oris,.  Hollan- 
diam  revectus  est  y  Societati,  valedicturus  percelebri,  quae  ibidem 
floret,  Indico-Batavæy  cujusque  sub-  auspiciis-  prospera  sibi  hacte¬ 
nus  cuncta  fuisse,  gratus  palam  confessus  est  Angliam  abhinc  pe¬ 
tiit,.  visitatisque  Maseis.  Londinensibus  „  et  salutatis  illustr.  BANK.— 


SIO,  FORSTERO  cet.  nec  non  sibi  familiaribus  SOLANDRO 
et  DRYANDRO,  anno  1779  mense  Martio  Patriae  tandem  ap¬ 
pulit  oras,  post  novem  ferme  annorum  discessum,  postque  tot 
exantlatos  labores,  salvus  et  incolumis. 

Propinquis  ac  cognatis  patrio  sub  lare  obiter  salutatis,  Up- 
galiam  festinat.  Almamque  hanc  musarum  sedem,  obitu  LIN- 
NÆ1  orbam,  iramo  plus  quam  orbam,  revisit  redivivus  et  ultor. 
Cum  enim,  quinquennio  vix  exacto,  Museum  Linnæanum  nec- 

4  '  *  '  ’  ■  !  i  ;  •  1  '  .  $  i  '  I  t  ■  fj 

opino  LINNÆI  Filii  obitu  (1780),  ab  haeredibus  caro  pretio 
emtoribus  ultro  citroque  oblatum,  prieter  omnium  spem  et  ex- 

-  .  -  -  .  J  '  .  *  ».  1  '  .  <  U  :  . 

spectationem,  haud  cunctanter  transvehitur  in  Àngliam,  quæ  fe¬ 
lix  nimium  et  superba  hæcce  spolia  opima  hodie  adservat;  THUN- 
BERGIUS  noster,  ut  Upsaliæ  sic  desolatæ  damna  quodammodo 
ex  suo  resarciret.  Musei  sui  longe  ditissimi  gazas  omnes  et  singulas 
sponte  Nobis,  talia  vix  sperantibus,  legavit  (1  yS5\  Quid/  quod, 
ut  per  omnem  vitam  non  sibi  sed  Upsaliæ  suæ  vixit,  ita  apud 
GUSTAVUM  III.  Regem  litteris  faventissimum ,  Noster  auctor 
suasorque  luit,  ut  in  novo  et  ampliori  Horto  Botanico,  munifi¬ 
centia  Regia  erigerentur  sedes  magnifica),  quarum  celsa  utria, 
quamdiu  scientiis  et  bonis  litteris  apud  cultiores  orbis  terrarum 
nationes  suus  honos  constabit,  perpetuo  LINNÆI,  1  HUNGER- 
Gllque  laudes  sunt  celebratura. 

Verum  enim  vero,  quo  modo  Noster  in  cathedra  illusùi 
LINNÆI  Patris  Filiique  Successor,  Academici  muneris  officia 
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per  semiseculi  ferme  spatium  magna  cum  nominis  fama  obierit, 
documenta  sunt:  Regum  augustissimorum  gratia  —  qua  pri¬ 
mum  Eques  auratus  (1786),  dein  Commendator  Regii  Ordinis  de 
W  asa  (  1 8 1 5)  creatus  est  —  Principutn  favor,  Eruditorum  exte¬ 
rorum  nostratiumque  in  ipsum  reverentia ,  Academiarum  et  so¬ 
cietatum  litterariarum  ferme  omnium  observantia,  quæ  certatim 
vel  in  labores  sodalitii  et  honores  Nostrum  cooptarunt,  vel  littera¬ 
rum  commercio  sibi  conjunxerunt,  vel  muneribus  ultro  oblatis 
amorem  et  venerationem  testati  sunt. 

Inter  quæ  nominasse  sufficiat,  quod  inclyta,  quæ  Lug¬ 
duni  floret,  Litterarum  Universitas  semel,  et  Imperialis  Acade¬ 
mia  Scientiarum  Petropolitana  bis  vacuam  Botanices  Professio¬ 
nem  THUNBERGIO,  utraque  honorifice,  obtulerunt.  Vicit  ve¬ 
ro  apud  eum  amor  patriae;  nec  coelum  mutavit  neque  animum. 
Sua  sorte  et  loco  contentus  vixit,  civiumque  amore  beatus.  Sum¬ 
mis  enim  gratus  et  infimis,  morum  simplicitate,  animi  candore 
et  pari  oris  commendatione  omnibus  dilectus  fuit  et  amabilis.  A 
fastu  alienus,  cunctis  inservire  cupiens,  singulari  quadam  comi¬ 
tate  et  sermonis  affabilitate,  Studiosae  Juventutis  continue  sibi 
conciliavit  animos,  qui  quanti  euin  fecerint,  ad  finem  usque  vi¬ 
tae  venerandi  Doctoris,  indies  crescente  amore  significarunt.  Ille 
vicissim  Juventuti  sibi  per  omnem  vitam  dilectissimae  nullo  non  tem¬ 
pore  fauturus,  Dissertationes,  quas  junioribus  studiosis  Exer¬ 
citii  gratia  constitutione«  Academicas  imponunt,  ultra  CC.  suo 
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«üb  praesidio  edidit)  quem  si  in  ultima  vita,  cum  damno  existi*» 
mationis,  tot  partæ  triumphis,  scribacem,  immo  scribacissimum 
dixeris,  aequus  ignoscas ,  et  sciant  posteri ,  Nostrum,  a  quæstu  o- 
mni  et  lucro  alienum,  partes  Praesidis,  ut  dicitur  gratis, 
suscepisse.  Sibi  soli  sapere  noluit,  quidquid  habuit  in  aprico  posuit, 
omnibus  locis  et  horis,  sive  in  urbe  degebat,  Tel  in  ejus  vicinia 
feriis  aestivis  Tusculo  suo  rusticabatur ,  civibus  et  advenis 
numquam  non  accessibilis,  comis  et  affabilis,  deprehensus  est. 
Ita  ad  extremum  vitae  halitum  munera  officii,  damno  potius  suo 
quam  publico,  obiit,  et  quietem  nisi  in  morte  sibi  adquirere 
noluit.  Sic  se  gerendo,  non  est  mirandum,  si  aetate  ultra  mo¬ 
dum  transvecta,  non  omnes  horas  et  moras  rerum  academicarum 
probare  potuerit.  Excandescebat  facillime,  et  e  fervescente  aestu 
oriebatur  brevis  quaedam  morositas,  sed  ut  mitiori  erat  ingenio, 
cito  citius  animi  bonitas  praevaluit,  et  nativa  comitas  demsit  su¬ 
percilio  nubem. 

In  victu  et  cultu  sobrius  et  siccus  mentem  sanam  in  cor¬ 
pore  sano  ad  seram  usque  aetatem  servare  potuit.  De  stoma¬ 
chi  subinde  conquerebatur  doloribus,  ex  fortuito  subortis  vene¬ 
ficio,  quod  navigans  in  Indiam  nactus  erat,  et  paene  miraculo  eva¬ 
serat  incolumis  *).  Corpus  gracile  et  agile  animum  ad  omnia 
negotia  promtum  facilemque  praebebat.  Scholas  publicas  habere 


*)  Cfr.  illius  Itinerar.  T.  I.  p.  98.  Yet.  Acad.  Hand!:  *77 3. 


nunquam  intermisit.  Neque  ullum  tempus  ei  a  studiis  vel  a  litteris 
dandis  et  accipiendis  vacabat,  nisi  quod  semel,  aut  summum  bis, 
per  singulas  hebdomadas  apud  ÖDMANNUM  suum,  rcv  pctxuçtTïiv 

in  lecto  strenue  procumbentem ,  amica  confabulatione  horulam 

* 

falleret.  Vestis  a  novaturientis  seculi  deliciis  aliena,  simplex  fuit 
et  modesta.  Rheda  usus  est  vetustate  formæ  magis  quam  venu¬ 
state  celebri,  a  junioribus  Skalleror.men  jocose  appellata.  Mi¬ 
ra  naturæ  vegetae  vivacitate,  die  natali  octogesimo  Jubilaeo  suo 
interfuit  Noster  festivus  et-hilaris,  cum  experientissima  Facultas 
Medica  Upsaliensis,  in  sollemni  Medicinae  Doctorum  inauguratio¬ 
ne  die  XI  Novembr.  1822  celebrata,  summos  et  semiseculares 
in  Medicina  honores  collegae  suo  et  seniori  contulit 5  quid?  quod 
anno  aetatis  suae  LXXXIV.  cura  et  corpore  satis  valeret  et  animo, 
quartum  Fromotor  more  majorum  sollemni  constitutus  Pindum 
ascendit,  et  novis  Medicinae  Doctoribus  jura  et  insignia  imperti¬ 
vit.  Fuit  hæc  senis  amabilissimi  cygnea  vox. 

Anno  postero,  cum  vires  leniter  sensimque  deficerent,  prima 
vacatione  muneris  ita  usus  est,  ut  tamen  Musei  a  se  conditi  custo¬ 
diam  sibi  reservatam  voluerit,  docendi  provincia  tradita  FOKS- 
BERGIO  *)  ex  sorore  nepoti,  quem,  cum  ex  conjuge  BIRGIT¬ 
TA  RUDA  in  XXX,  annorum  connubio  nullos  suscepisset  libe— 

Carolus  Petrus  Forsberg,  M,  D.  Bolan.  Demonstrator  E.  O.  dena- 
tus  iS52  anno  aetatis  XL. 


53 


4 1 S  cf 

ros,  filii  loco  habuit.  Æstate  mox  insequente,  cum  sol  altior 
iret  et  feriæ  instarent,  in  villam  suburbanam  Tuna  berg  mi¬ 
gravit.  Hic  supervenit  febris  male  sepulta,  et  frigus  gelida  per 
membra  cucurrit.  Cum  autem  vires  minui  sentiret  nec  decreto¬ 
riam  horam  longe  abesse,  Upsaliam  rheda  vectus  Hortum  Bota¬ 
nicum  permeavit,  rosariis  suis  et  arboretis  supremum  Vale  di¬ 
cturus.  Floræ  quasi  alloquio  beatus: 

''Ille  meof ,  primus  qui  me  sibi  junxit,  amor  er 

Abstulit:  ille  habeat  secum  servetque  sepnlchro ”  —  •— 

Domum  revectus  paucos  post  dies  exspiravit.  Dies  VIII.  Augu¬ 
sti  1828  ei  supremus  fuit  annum  agenti  LXXXV.  Exuviæ  Upsa¬ 
liam  deduct«  pompa  sollemni  elatæ  sunt  in  coemeterium  subur¬ 
banum,  stipante  Studiosae  Juventutis  corona,  et  comitantibus  ci¬ 
vibus  academicis  et  urbicis.  ”Quam  civitati  nostrœ  carus  fuerit , 
maerore  funeris  indicaturi 

Monumentum  in  sepulchreto  propediem  erigi  decrevit  curée 
paternae  memor  Natio  Smolandica,  cujus  post  LINNÆUM  et 
FLODERUM  Inspector  per  XXXIX*  jam  annos  fuerat.  Memo¬ 
riam  Sodalis  Senioris  celebravit  Regia  Academia  Scientiarum  Hol- 
miensis  Numismate  elegantissime,  Floræ  imaginem  referente 
cum  épigraphe:  ”Suis  Late  Regina  Triumphis”,  Vitam  et  res 
gestas  eadem  in  Academia  consignarunt  Agar  d  h  et  B  il  lb  erg.  Nos 
vero,  Regiæ  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis  nomine  vitam  So- 
ÇÜ  seraisecularis  meritissimi  qualitercunque  adumbraturi,  vestigia 
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longe  sequimur,  et  coronidis  loco  judicis  ccnsummatissimi  verBa 
nostra  facimus. 

Linné  ernes  Efterträdare  vid  det  Lärosäte,  hvarifrån  Na¬ 
turhistoriens  reform  utgick,  qvarliöll  Thunberg  ännu  glansen, 
af  detta  namn  öfver  Lärosätet  och  Sverige.  Tillhörande  en  pe¬ 
riod  i  denna  vetenskapens  utveckling,  der  isynnerhet  naturkrop- 
parnes  speciella  kännedom  var  forskningens  föremal,  intog  Han, 
— »  liksom  Linné  i  classificationens  period,  —  det  främsta  rum¬ 
met  i  Europa.  Ty  ingen  naturforskare  hade  på  hans  tid  upp¬ 
täckt,  undersökt  och  beskrifvit  så  många  naturkroppar  som  han. 
För  detta  ändamål  gynnad  af  lyckan,  fördes  han  till  länder, 
som  få  naturforskare  löre  honom,  och  ingen  efter  Linnés  re¬ 
form  undersökt;  och  född  med  en  verksamhets  drift  nästan  utan 
exempel,  och  som  ej  förlamades  af  sjelfva  ålderdomens  var¬ 
nande  svaghet,  begagnade  han  det  honom  derigenom  erbjudna 
tillfälle  så,  att  samlingar,  gjorda  under  nära  9  års  resor,  syssel¬ 
satte  honom  med  beskrifningen  deraf  under  en  påföljande  5o  års 
lefnad,  och  lemna  ännu  säkert  en  rik  efterskörd  åt 'hans  efter¬ 
trädare.  En  sådan  lefnad  hûr  i  Vetenskapernas  historia  en  stor 
märkvärdighet.  -  -  Orättvis  vore  man,  om  man  ville  bedömma 
en  Naturforskares  verksamhet  efter  något  annat  än  det  skick  ve¬ 
tenskapen  hade  på  hans  egen  tid.  Omen  annan  tid  sedan  inträffar, 
der  vetenskapen  får  en  förändrad  och  högre  riktning  j  så  är  det 


möjligt  att  den  icke  hade  kunnat  erhålla  den  om  ej  den  förra 
hade  föregått. 


Det  var  vetenskapens  naturliga  gång,  att  sedan  Linné  bragt 
reda  deruti,  skulle  insamlandet  af  nya  materialier  blifva  nödvän- 

o 

digt.  Ty  Linné  hade  användt  de  redan  för  hand  varande.  A- 

tergången  till  en  ny  utveckling  af  de  allmänna  åsigterna  kunde 

♦ 

endast  fortskyndas  i  den  mon  som  ifvern  att  samla  visade  sig 
verksam.  Och  i  detta  afseende  har  Thunberg  under  sin  pe¬ 
riod  gjort  mera  än  någon  af  hans  samtida.  —  Vill  man  således 

jemföra  Thunbergs  förljenster  med  Linnérs,  sä  skulle  man 
finna  att  de  sträfvat  åt  skiljda  riktningar.  Linné  sökte  öfver 
allt  lagar  och  enhet,  Thunberg  öfver  allt  specialitet  och  mång¬ 
fald.  Linné  gick  långt  fram  om  kommande  tider  ;  Thunberg 
blef  inom  behofvet  och  stämningen  af  sin  egen.  Linné  upp¬ 
täckte  knappt  en  enda  växt;  Thunberg  upptäckte  1000.  Den 
ene  ordnade  det  Chaos,  som  låg  för  hans  fötter,  efter  bestämda 
lagar  ;  den  andre  gaf  dessa  samma  lagar  en  vidsträcktare  tillämp¬ 
ning,  och  stadlästade  dem  derigenom.  Linné  arbetade  så  un¬ 
dan  för  vetenskapen,  att  hans  like  ej  kunde  uppträda  förrän, 
sedan  genom  nya  materialier  ämne  till  en  nästan  ny  vetenskap 
blifvit  bildadt;  men  Thunberg  hopade  desse  materialier  så , 
att  uppträdandet  af  en  ny  Linné  blef omöjligt.  Och  om  Linné 
var  en  ära  för  Sverige,  så  var  det  måhända  Thunbergs  för* 


.  •  421 

tjenst,  att  aldrig  något  annat  land  sedermera  tunde  frambringa 
hans  like.”  *) 

Scripta  THUNBERGII  typis  edita  r 

3.  Inträdes-Tal  om  Japan  och  dess  Myntsorter.  Stockh.  1779. 
8:0.  -  Batavice  Amst.  1780.  -  Germanice  Stendal  1784.  - 
Gallice.  Par.  1796.  8:0. 

2.  PræsidiiTal  om  Japanska  Nationen.  Stockh.  1784.  8:0.-  Ger¬ 
manice.  Frf.  1785.  8:0. 

3.  Flora  Japonica.  Lips.  1784.  8:0. 

4.  Resa  uti  Europa,  Africa,  Asia  1770-1779.  T.  I-IV.  Ups. 
1788-93.  8:0.  Germanice,  p»  Groskurd .  Berol.  1792-94.  - 
Anglice.  Lond.  1795.  -  Gallice,  p.  Langles  et  Lamarck .  Par. 
1796.  8:0. 

5.  Prodromus  Plantarum  Capensium.  P.  I.  II.  Ups.  1794-1800. 
8:0. 

6.  Icones  Plantarum  Japonicarum.  Decas  I-V.  Ups.  1794-1805. 
Fol. 

7.  Beskrifning  på  Svenske  Djur.  I  Classen:  Mammalia.  Ups. 
1798.  8:0. 

8.  Tal  vid  Invignings*acten  af  den  nya  Academiska  Trägården. 
Ups.  1 807.  8:0, 


*)  Agardh,  Vet.  Acad.  Handl.  1828,  pag.  242  sq. 


Flora  Capensis.  Vol.  I:mî  Fase.'  i-5.  Ups.  1807-13.  Vol.II:di 
Fase.  1.  Hafn.  18  r8.  8:0.  Editio  nova  omnibus  numeris  ab¬ 
soluta  cur.  J.  A.  Schultet ,  prodiit  Stutgardiæ  et  Tubingæ  ap. 
Cotlam ,  1820.  8:0. 

10.  Dissertationes  Academicæ  CCXCIII.  Ups.  1780-1828.  4:o 

quarum  selecta  collectio  cur.  C.  H.  P  er  toon  recusa.  T.  I -III. 

« 

Gotting.  1799-1801.  8:0. 

I j.  Programmata  Academica  XV.  Ups.  1785-1827.  Fol. 

12.  Commentationes  Botanici  potissimum  et  Zoologici  argumenti 
perplurimæ  in  Actis  R.  Societ.  Scient.  Upsal.;  R.  Acad.  Scient. 
Holm.;  Acad.  Imp.  Scient.  Petropol.  Societ,;  Imp.  Natur.  Scrut. 
Muscov.,  Berol, ,  Hafn.  R.  Societ.  Scient.  Lond.  ;  R.  Acad. 
Scient.  Monachiens.  cet.  nec  non  in  Ephemeridibus  litterariis 
Sehr  a  der  i}  Roemeri ,  deberi,  Hoffmanni  cet. 
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Libri  ab  Amicis  et  Fautoribus  Regiæ  Societati 
Scientiarum  Upsaliensi ,  inde  ab  edito  Actorum 
Volumine  IX:no?  dono  dati. 

-Flora  Batava.  Part.  73 — 94.  Qu. 

(Munus  Augustissimi  Regis  Hollandiæ.) 

Abhandlungen  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  1825 — 1801.  Vol.  VIL  ib.  1828 — 02.  Qu. 

(Munus  Reg.  Acad.  Scientiarum  Berolinens.) 

Mémoires  dej  l’Académie  Imp.  des  Sciences  de  St.  Péters- 
bourg.  VI:me  Série.  Tom.  I.  IL  St.  Pétersb.  i83o— 33.  Qu. 

Recueil  des  Actes  de  la  Séance  Publique  de  l’Académie 
Imp.  des  Sciences  de  St.  Petersbourg  i83o — i8Ö2.  Qu. 

(Munus  Acad.  Imperialis  Scient.  Petr  opol.) 

Yerzeichniss  der  Pflanzen,  welche  während  der  in  den  Jahr. 
1829  u.  1800  unternommenen  Reise  im  Caucasus  und  in  den  Pro¬ 
vinzen  am  westlichen.  Ufer  des  Casp.  Meeres  gefunden  und  einge¬ 
sammelt  worden  sind.  Bericht  an  die  Kais.  Acad.  der  Wissen- 
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schäften,  von  Carl  Anton  Meyer.  St.  Pétersb.  i85i.  Qu. 

Catalogue  Raisonné  des  objets  de  Zoologie  recueillis  dans 
un  voyage  au  Caucase  et  jusqu’  aux  Frontières  actuelles  de  la 


Perse,  par  E.  MéNéTRiES.  Présenté  à  l’Académie  Imp.  des  Sci¬ 
ences  de  St.  Pétersbourg.  1802.  Qu, 

(Munus  Ejusdem  Academice.) 

Transactions  of  the  American  Philosophical  Society.  Vol, 
IV,  New  Series.  Part.  I.  II.  Philadelphia  i85i.  Qu. 

(Munus  Societ.  Scientiav.  Philadelph.) 

♦ 

Mémoires  presentes  par  divers  Savans  à  l’Académie  Royale 
des  Sciences  de  l’Institut  de  France.  Torn.  II.  III.  XL  Paris 
i85o — 1 802,—  Qu. 

(Munus  Reg.  Instituti  Gallici.) 

Kupffer,  Adolph  Theod.  Ueber  genaue  Messung  der 
Winkel  an  Krystallen.  Berlin  1825.  Qu. 

Humboldt,  Alexand.  von.'  Bericht  über  die  Naturhisto¬ 
rischen  Reisen  der  Herren  Ehrenberg  und  Hempricii.  Ber¬ 
lin  1826.  Qu. 

Hansen,  P.  A.  Untersuchung  über  die  gegenseitigen  Stö¬ 
rungen  des  Jupiters  und  Saturns.  Berlin  1801.  Qui 
(Munus  Reg.  Acad.  Scient.  Eerolin.) 

Mémoires  de  la  Société  de  physique  et  d’histoire  naturelle 
de  Genève.  Tom.  V.  ib:m.  1802.  Qu, 

(Munus  Ejusd.  Societatis.) 
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Tabeller  angående  Nativitetens  och  Mortalitetens  förhållande 
Åren  1821  med  1825.  Stockh.  Fol, 

(Munus  Reg,  Instituti  pro  censendo  populo:  TabellCommissionen.) 

Islendinga  Sögur.  1.  2,  Bindi.  Kaupm.  182g.  O. 

Fornmanna  Sögur.  4,  5.  Bindi.  Kaupm.  1828 — 5o.  O. 

Huvedberetning  om  det  Kongel.  Nordiske  Oldskrift-Selskabs 
tilstand  i  Aarne  1825,  26,  27.  Kjöb.  1828 — 1800.  Aarsforsamling, 
rn.  m,  Kjöbenh.  1800.  O. 

(Munus  Reg,  Societ.  Antiquar  lor.  Haf niens.) 

Possart,  P.  A.  F.  Grammatik  der  Persischen  Sprache. 
Leipz,  1801.  O. 

(Munus  Auctoris.) 

Clossius  ,  Walth.  Fr.  Academiæ  Cæsareæ  Dorpatensis 
Solemnia  peractorum  V.  Lustrorum.  Dorpati  1827.  Fol. 
(Munus  Auctoris >) 

Frost,  John.  Some  Account  of  the  Science  of  Botany. 
J^ond.  1827.  Qu. 

(Munus  Auctoris .) 

Abrahamson,  J.  V.  Sumar.  Extract  om  den  Inbyrdes 
Undervisnings  Væsen  og  Værdi.  Den  4,  5,  7  Hofvedrapport. 
Kjöbenh.  1825 — 1829.  Fol. 
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Hovedrapport  om  den  Inbyrdes  Undervisnings  Fremgang  i 
Danmark.  Tom.  i — 3.  Kjöbenh.  1824 — 1826.  Qu. 

( Munera  Nob.  Dorn.  v.  Abrahamsqn,) 

Münter,  Fredr.  Om  en  Votivgemme  med  en  Aeskula- 
pisk  SJange.  Kjöb.  1S28.  Qu. 

( Munus  Auctoris.) 

Saxtorphii,  J.  S.  Programma  in  festum  funebre  Fr. 
Miinteri.  Hauniæ  i83o.  Qu. 

0 

(Munus  Auctoris .) 

Möller,  Jan.  Oratio  funebris  in  Memoriam  Fr.  Mün- 
teri.  Hauniæ  1800.  Qu. 

(Munus  Auctoris .) 

Mohnike,  Gottl.  Die  Saga  von  Frithiof  dem  Starken. 
Stralsund  1800.  O.  , 

Ejusd.  Die  Frithiofs  Saga  von  Esaias  TegncR.  Strals. 
1826.  O. 

Ejusd.  Volkslieder  der  Schweden,  Tom  I.  Berlin  i85o.  O. 

Ejusd.  Nordische  Dithyramben.  Strals.  i83o.  O. 

(Munera  Rev.  D.  Mohnike) 

Adamson,  John.  Mémoires  of  the  Life  and  Writings  of 
Luis  de  Camoens.  2  Vol.  Lond.  1820.  O. 

(Munus  Auctoris.) 
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Wiegmann,  A,  F.  Ueber  die  Bastard- Erzeugung im Pilan, 
zenreiche.  Braunschw.  1828.  Qu. 

( Munus  Auctoris.) 

Giesebrecht,  Ludw.  Ueber  die  Königl,  Gesellschaft  für 
Nordische  Altherthums-Kunde  zu  Kopenhagen.  Stettin  1828.  O. 

Om  Literaturens  Tilyæxt  under  Fredr.  V.  Christian  VII. 
og  Fredrik  VI.  Kjöbenh.  1828.  O. 

Catalog  oyer  Islands  Stiftsbibliothek.  Kjöbenh.  1828.  O. 

Zigra,  J,  H.  Neues  und  bewährtes  Schutzmittel  von  Feuers¬ 
gefahr  für  den  Landbewohner.  Riga  1822.  O. 

[Munus  Auctoris .) 

Birgeri  Thorlacii  et  Sebastiani  Ciampii  de  Septentr.  Gentium 

antiquitatibus  Epistolæ.  Mediolani  1827.  O. 

[Munus  Cei.  D.  Thorlacii.) 

Gretsch,  Nic.  Grammaire  Raisonné  de  la  langue  Russe. 
Tom.  I.  II.  Petersb.  1828 — 29.  O. 

[Munus  Auctoris.) 

Gråberg,  Jac.  di  HemsÖ.  Dubitazioni  e  Conghietlure  in- 
torno  Tombuctù.  Genn.  1829.  O, 

Ejusd.  Relazione  Academica.  Genova.  1810.  O. 

Ejusd.  Su  la  Falsita  dell’ Origine  Scandinava.  Pisa  i8i5.  Ö, 
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Ejusd.  Alcuni  Cenni  Sull’  Agricoltura  nell’  impero  di  Ma- 
rocco.  Firenze  i83i.  O. 

Ejusd.  Viaggio  del  Sign.  Cav.  Renato  Caillié  a  Tombuctù. 
iS5o.  O. 

Ejusd.  Storia  del  Commercio  fra  il  Levante  e  l’Europa 
etc.  Firenze  1801.  O. 

—  ?  Genesis  (Arabice.)  S.  1.  e.  a,  O. 

Nouvelles  Recherches  sur  l’inscription  en  lettres  sacrées  du 
Monument  de  Rosette.  Florence  1800.  Ö. 

Dumar,  J.  B.  Eloge  Historique  de  Raymond  Verninac. 
Lyon.  1826.  O. 

(. Mimera  D.  Equ.  GrÂbero.) 

Strom,  C.  L.  Prof,  og  Ridd.  Rasmus  Nyerups  Levnetslöb. 
Kjöbenh.  1829.  O. 

(Munus  Auctoris.) 

Commentarii  Acad.  Scientiar.  Petropol.  T.  I — III,  Petrop. 
1728 — 32.  Qu. 

(Munus  Cel,  Prof.  J.  H.  Schröder.). 
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i 

Marklin  ,  Catalogus  Disputationum  in  Academiis  Scandina- 
viæ  et  Finlandiæ.  Sect.  I — III,  cum  Supplem.  Ups.  18.20.  O. 
(Munus  Auctoris.) 
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Dissertationes  Academicæ  Caroli  von  Linnö,  Voll.  I — VI. 

Qu. 

(Complevit  Marklin.) 

■ —  —  Caroli  Petri  Thunberg.  Voll.  I— VI.  Qu. 
(Munus  Ejusdem .) 

Wikström,  Joh.  Em.  Conspectus  Litteraturæ  Botanicæ 
in  Svecia.  Stockh.  i85i.  O. 

(Munus  Auctoris .) 

Rapport  sur  l’État  de  l’Instruction  Publique  dans  quelques 
Pays  de  l’Allemagne,  et  particulièrement  en  Prusse.  Part.  I.  II. 
Par  Mr.  Vict.  Cousin.  Paris  i832. 

(Munus  lllustr.  Corn.  G.  de  Lôweniiielm.) 

Beretning  om  Erkebiskop  Absalons  Grav  i  Soröe  Kirke. 
Kjöbenhavn  182g.  Qu. 

Pris-sporgsmaal  om  Literaturens  Tilvæxt  under  Fredr.  V, 
Christian  VI  och  Fredrik  VI.  Kjöbenhavn  1828.  O. 
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